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Histoire des mathématiques
AN '~ FEvariste Galois, mathématicien francais (1811-1832)
Génie trés précoce, Evariste Galois échoue au concours de 'Ecole polytechnique
pour avoir jeté 'éponge ala figure de’examinateur qui ne comprenait pas sa dé-
monstration. Admis contre son gré a 'Ecole royale (future ENS), il en est exclu
en 1831 pour avoir levé son poignard a la santé du roi Louis-Philippe. Il meurt
tragiquement le 31 mai 1832 dans un duel au pistolet contre un mari jaloux.
Galois, dans son Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicaux paru en 1830, généralise des idées de Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813). Il étudie un certain sous-groupe du groupe des permutations des racines
d’une équation polynomiale pour décider de sa résolubilité par radicaux. C’est
du moins la lecture moderne que nous pouvons faire d'un texte assez abscons
mais bouillonnant d’idées nouvelles. Proposé pour le « Prix de '’Académie des
. = sciences », le mémoire est égaré par Siméon Denis Poisson qui ne I'a méme pas
lu. Ce n'est que vingt ans plus tard qu'Arthur Cayley (1821-1895) énonce la définition générale d'un groupe,
indépendamment de la notion de permutation. En 1872, dans son Programme d’Erlangen, Félix Klein refonde
toute la géométrie sur le concept de groupe de transformations.

0 Sous-groupe engendré par une partie

1.1. Intersection de sous-groupes

p Proposition 1.1. Intersection d'une famille de sous-groupes

Soit (G,*) un groupe. L'intersection d'une famille de sous-groupes de G est un sous-groupe
de G.

Démonstration

Utilisons la notation multiplicative. Soit (H;);c; une famille de sous-groupesde G et H = ﬂ H;. Désignons
iel

par e I'élément neutre de G. Pour tout i € I, e € H;, donc e € H et, par conséquent, H # @. De plus, pour

tout (x, y) € H?, quel que soit i € I, (x,y) € H?, donc xy~' € H;; par conséquent, xy~' € H. H vérifie la

caractérisation d'un sous-groupe. ]

1.2. Sous-groupe engendré par une partie

Définition 1.2. Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe et A une partie quelconque de G. On appelle sous-groupe engendré par
A l'intersection de la famille des sous-groupes de G contenant A.
On le note < A> ou gr(A).
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Exemples

e Sia estun élément de G, alors le sous-groupe engendré par le singleton {a} est'ensemble
desitérésde a : aZ = {na, n € Z} en notation additive, {a", n € Z} en multiplicative.

¢ Dans le groupe multiplicatif C*, le sous-groupe engendré par le singleton {e’"} est I'en-
semble des racines n-ieémes de l'unité %,,.

* Dans le groupe des bijections du plan affine, le sous-groupe engendré par les symétries
centrales est 'ensemble des symétries centrales et des translations.

* Dans le groupe symétrique .#,,, le sous-groupe engendré par les cycles de longueur 3 est le
groupe alterné .</,,, ensemble des permutations de signature +1.

,C) Proposition 1.3. Caractérisation du sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe et A une partie de G. Alors < A > est, au sens de l'inclusion, le plus petit
sous-groupe de G contenant A.

Démonstration
1. D’apreslaproposition1.1., < A > est est bien un sous-groupe de G et il contient A par construction.
2. Soit H un sous-groupe de G contenant A. Puisque < A > estl'intersection de tous les sous-groupes
de G contenant A, ona < A >C H. Ainsi < A > est contenu dans tout sous-groupe contenant A,
c’est donc bien le plus petit au sens de 'inclusion.
u

Proposition 1.4. Description du sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe d'élément neutre e et A une partie de G.
1. <@>={e}.
2. Si A est non-vide alors :

<A>={xeG;IneN, Yay,...,a,)€(AUA)", x=a,*--xa,}.

En d’autres termes < A > est 'ensemble des éléments de G qui sont des produits finis d’éléments de A ou
d’inverses d’éléments de A.

Démonstration
1. Ilestclair que {e} est le plus petit sous-groupe de G contenant !
2. Posons H = {x €G;AneN’, Aay,...,a,)E(AUA™Y, x=a *--~*a,,} et démontrons que H est
le plus petit sous-groupe de G contenant A.
e Prouvons tout d’abord que H est un sous-groupe de G. Lensemble A étant non-vide, il existe
ac€Adoncaxa'€H cest-a-diree € H.
Soit maintenant x = ayx -, € H et y = By -3, € H.Alors xsy ™" = ctys- -t s B!
est bien un produit fini d’éléments de AUA™, donc x x y ! est bien dans H.
e Prouvons ensuite que AC H.Enfait ACAUA™' C H.
e Prouvons enfin que H est le plus petit sous-groupe de G contenant A. Soit L un sous-groupe
de G contenant A. Pourtout x e Aonax € Letx €L, doncAU Al C L.Puis par stabilité
de L par produit on obtient H c L.
|



Mathématiques MP-MP*-MPI-MPI*

1.3. Partie génératrice d'un groupe

Définition 1.5. Partie génératrice d'un groupe

Une partie A d'un groupe G est dite génératrice de G si le sous-groupe engendré par A est G
tout entier.

Exemples
¢ Le singleton {—1} est une partie génératrice du groupe (Z,+).
¢ L'ensemble des transpositions est une partie génératrice du groupe symétrique .,,.

e Groupe monogéne

2.1. Définition et exemples

Définition 1.6. Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogene s'il est engendré par un singleton {a}. Un tel élément a est dit
générateur de G. On dit indifféremment que G est engendré par {a} ou par a.

Exemples
¢ Le groupe (Z, +) est monogene, de générateur 1 ou —1.
* Le groupe (%, x) des racines quatriemes de I'unité est monogene, de générateur i ou —i.

2.2. Sous-groupes de (Z,+)

Tout sous-groupe du groupe (Z,+) est monogene, autrement dit pour tout sous-groupe H de
Z, il existe n €N tel que H = nZ.

Théoréme 1.7. Sous-groupes de (Z,+)

Démonstration

Si H = {0}, alors H = 0Z. Sinon, H contient au moins un entier non nul et son opposé. Lensemble H NN*
est une partie non vide de N*, qui possede donc un plus petit élément, que nous noterons 7. Il est clair
que nZ C H. Réciproquement, soit m un élément quelconque de H. Effectuons la division euclidienne
de m par n : il existe (g, ) € Z* tel que m = ng +r et 0 < r < n. Comme m et nqg appartiennent a H, il
en est de méme de r. Mais r est positif et strictement inférieur au plus petit élément strictement positif
de H; il ne peut étre que nul. Ainsi, m = nq € nZ, donc H C nZ et, en définitive, H = nZ. ]
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e Groupes Z/nZ

3.1. Congruence modulo n

Définition 1.8. Congruence modulo n

Soit n € N. Deux entiers relatifs a et b sont dits congrus modulo n lorsque a — b € nZ.
On écrit a = b [n].

,C) Proposition 1.9. Une relation d'équivalence

La relation de congruence modulo n est une relation d'équivalence.

Démonstration
Le lecteur vérifiera soigneusement la réflexivité, la symétrie et la transitivité de cette relation. [ ]

Si n > 0, alors a et b sont congrus modulo 7 si et seulement si ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n. Il y a donc exactement n classes d’équivalence.

, . ). S . 3
La classe d'un entier k est le plus souvent notée k ou k "gil y aune ambiguité sur 7. Elle est parfois notée
k ouCl, (k).

Définition 1.10. Ensemble Z/nZ

On désigne par Z/nZ |'ensemble des classes d'équivalence modulo n :

z/nZ ={0,1,...,n—1}.

3.2. Groupe (Z/nZ,+)

Proposition 1.11. Addition des classes

Soit n € N*. Pour tout (a, b) € Z?, la classe modulo 2 de a+b ne dépend que des classes de a et
de b, et non de représentants particuliers de ces classes. On a ainsi une addition dans Z/nZ% :

Y(a@,b)e(Z/nZ), a+b=a+h.

Z/nZ muni de cette addition est un groupe abélien.

Démonstration
Soit(a’,b’)eaxb:a’'—acnZetb'—b enZ.

(@’+b)—(a+b)=(a’"—a)+(b'—b)enZ,

donc a’ + b’ € a+ b. On vérifie que I'addition ainsi définie dans Z/nZ est associative, commutative,
qu’elle admet un élément neutre 0 et que toute classe @ posséde une opposée, —a. |
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Exemple
+]0|1|2]|3
001123 Les éléments 1 et 3 sont symétriques
1|1|2|3]|0 (opposés); 0 et 2 sont chacun leur
30303l 1 propre symétrique.
3|3|0|1]|2
Figure 1.1. Table du groupe (Z/4Z,+).

3.3. Eléments générateurs de Z/nZ

%

- Théoréme 1.12. Eléments générateurs de Z/nZ

Soit n € N*. Le groupe (Z/nZ,+) est monogéne. Un élément k est générateur de ce groupe si
et seulement si I'entier k est premier avec n.

Démonstration

Si k engendre Z/nZ, alors il existe un entier p tel que pk = 1, c’est-a-dire pk = 1[n]. 1l existe donc un
entier g tel que pk =1+ gn, d'ol1, d’apres le théoreme de Bezout, k An=1.

Réciproquement, si k est premier avec n, alors il existe des entiers p et g tels que pk +gn =1, dou
pk=1[n]et pk = 1. Pourtout r €[0,n—1]}, 7 = p rk : k engendre le groupe Z/nZ. n

Remarque

Le nombre d’éléments générateurs du groupe Z/nZ, c’est-a-dire le nombre d’entiers de [ 1, n—1] premiers
avec n est appelé indicatrice d’Euler de'entier n et noté ¢(n). Le calcul de ce nombre sera étudié dans le
chapitre suivant, page 43.

Q Groupe cyclique

Définition 1.13. Groupe cyclique

On appelle groupe cyclique un groupe monogene fini.

Exemples
Pour tout n eN: 50
¢ Le groupe (%,, x) des racines n-iémes de 'unité est cyclique, engendré pare 7 .

¢ Le groupe (Z/nZ,+) est cyclique, engendré par ™.

Théoréme 1.14. Classification des groupes monogénes

Tout groupe cyclique de cardinal n est isomorphe a (Z/nZz,+).
Tout groupe monogene infini est isomorphe a (Z,+).

12
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Démonstration
Soit G un groupe monogene, que nous noterons multiplicativement. Soit a un générateur de G. Lappli-
cation ¢ : k —a* est un morphisme de (Z, +) dans (G, x), surjectif par hypothese.
Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe de Z, donc de la forme nZ d’apres le théoreme 1.7. Deux
cas peuvent se présenter :
e si n =0, Ker ¢ = {0}, alors le morphisme est aussi injectif, donc bijectif. Le groupe G est ainsi
isomorphe a Z;
e sin>0,alors af = e équivaut a k € nZ : ainsi n est le plus petit entier strictement positif tel que
a" = e. Le sous-groupe engendré par a est par conséquent :

<a>={e,a,a%--,a"'}.

2PN N K N - —(n)

De plus, pour tout (k, k') € Z?, a* = a* équivauta a** = e, donc a k = k’ [n] ou encore =",
Lapplication : E(") a* est un isomorphisme de Z/nZ dans G.

Lentier n est appelé ordre del’élément a. |

e (%,,x)estisomorphe a (Z/nZ,+), vial'isomorphisme T eiknin
e (Z/3Z x Z/2Z,+) est isomorphe a (Z/6Z,+), vial'isomorphisme F(G) H(EG),F(Z)).
o ({e'*?, k €7}, x), olt a ¢ mQ est un groupe isomorphe a (Z, +), vial'isomorphisme k e,

e Ordre d'un élément d'un groupe

5.1. Théoréme de Lagrange

N

“@- Théoréme1.15. Théoréme de Lagrange

Dans un groupe fini, le cardinal d'un sous-groupe est un diviseur du cardinal du groupe.

Démonstration
Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. La relation %, définie dans G par x2 y si et seulement
si xy~! € H, est une relation d’équivalence :
e réflexive:Vx€G, xx'=ecH;
e symétrique: V(x,y)€G? xy'eH = yx'=(xy ) leH;
e transitive: V(x,y,z) €G3, xy'eHetyz'eH = xz'=(xy )yz ) eH.
Pour tout x € G, I'application y —x y~! de X dans H est une bijection car, pour tout z € H, il existe un

etunseul y = z7'x € X tel que xy~! = z. Toutes les classes d’équivalence ont donc le méme cardinal
que H. Comme ces classes forment une partition de G, on en déduit que |G| = p |H|, ol p est le nombre
de classes d’équivalence. |
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5.2. Ordre d'un élément d'un groupe

Définition 1.16. Ordre d'un élément

Soit a un élément d'un groupe G. Si le sous-groupe engendré par a est fini, le cardinal de ce
sous-groupe est appelé ordre de I'élément a. Sinon, I'élément a est dit d'ordre infini.

Exemples
¢ jestun élément d’ordre 4 du groupe (C*, x).
¢ Une réflexion de 'espace euclidien E est un élément d’ordre 2 du groupe O(E).
¢ Un cycle de longueur k est un élément d’ordre k du groupe symétrique .,,.
¢ 2 estun élément d’ordre infini du groupe (R*, x).

'© Proposition 1.17. Ordre et divisibilité dans Z

Soit @ un élément d'un groupe G d'élément neutre e. Si a est d'ordre d fini, alors :
VnezZ, a"=e < dln.

(En notation additive : VnezZ, n-a=e < d|n.).

Démonstration
Si a est d’ordre d, le groupe engendré par a est de cardinal d, donc isomorphe a Z/dZ.
Donc a” = e équivaut a 7 =0 dans Z/dZ, c’est-a-dire n € dZ, soit d divise n. [ ]

Proposition 1.18. Caractérisation de I'ordre d'un élément

Soit a un élément d'un groupe G. L'ordre de a est le plus petit entier p strictement positif, s'il
existe, tel que a” = e (en notation additive : pa = 0).

Démonstration
En notation multiplicative, le sous-groupe engendré par a est'image du morphisme ¢ : k —a* de (Z,+)
dans (G,x). Le noyau de ¢ est un sous-groupe de (Z,+), donc de la forme pZ,
avec p €N.
¢ Sip =0, alors g estinjectif, le sous-groupe engendré par a estisomorphe a (Z,+) et1'élément a est
donc d’ordre infini.
e Si p e N* alors ak = e <= k € pZ. Ainsi p est le plus petit entier strictement positif tel que
aP = e. Le sous-groupe engendré par a est {e,a,a?,...,a’"'} : 'ordre de a est le cardinal de ce
sous-groupe, c’est-a-dire p. ]

Proposition 1.19. L'ordre d'un élément divise le cardinal du groupe

Si G est un groupe fini de cardinal n, alors tout élément de G est d'ordre fini et son ordre est
un diviseur de n.
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Démonstration

Si G est fini, alors tout sous-groupe engendré par un élément de G est fini et, d’apreés le théoréme de
Lagrange (1.15), son cardinal est un diviseur de n. [ ]

Théoréme 1.20. Un des nombreux théoréemes d'Euler

Soit G un groupe fini de cardinal n. Pour tout élément a de G : a" =e.

Démonstration
Si a est d’ordre p, alors n € pZ, donc a” =e. [ ]

5.3. Groupe cyclique et ordre d'un élément

Soit G un groupe fini de cardinal n. Un élément de G est générateur de G si et seulement si son ordre
est n. Par conséquent :
Un groupe fini de cardinal 7 est cyclique si et seulement si il contient au moins un élément d’ordre n,
générateur du groupe.

Exemples

e Le groupe (Z/nZ,+) est fini et engendré (entre autres) par 1 : il est cyclique.

e Le groupe produit (Z/3Z x Z/2Z,+) est fini et engendré (entre autres) par (T(3],
cyclique.

e Le groupe (%,,x) des racines n-iémes de I'unité est fini et engendré (entre autres) par
e*™/n il est cyclique.

¢ Le groupe alterné .¢/;, de cardinal 3 est engendré (entre autres) par le cycle (1,2,3) : il est
cyclique.

T(Z)) sl est

Conseils méthodologiques

5.4. Groupe de cardinal premier

,C) Proposition 1.21. Groupe de cardinal premier

Soit p un nombre premier. Tout groupe de cardinal p est cyclique.
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Démonstration

Lordre d'un élément divise p : c’est 1 ou p. Tous les éléments distincts de 1'élément neutre e ont pour
ordre p. Le groupe est donc cyclique et engendré par n'importe quel élément distinct de e. [ ]

G Produit de deux groupes

Définition 1.22. Groupe produit

Soit (G, %) et (G’, o) deux groupes. On munit le produit cartésien G x G’ de laloi (x, x")0(y, y’) =
(x*xy,x 0y’). Alors, (G x G’,0) est un groupe, appelé groupe produit de G et G’.

Exemple

Le groupe Z/27Z x Z/2Z est appelé groupe de Klein. Il possede un élément d’ordre 1 et trois élé-
ments d’ordre 2. Il n’est donc pas cyclique et n’est pas isomorphe a Z/4Z.

+ 00|01 10| @D
0.0 | 00 | OD | 10| 1D
0D |01 |00 1D |10
(1,0 | 1L,0) | OD | 0,0 | 0.1
@) | @D |1 |©D |00

Figure 1.2. Table du groupe de Klein Z/27Z x Z./27Z.
On rencontre fréquemment des groupes isomorphes au groupe de Klein; par exemple, en géo-

métrie, le groupe des isométries conservant un rectangle : 'identité, deux symétries axiales d’axes
perpendiculaires en un point O et la symétrie centrale de centre O.

S

o 1d Sl Sg SO
@) S [1d [ 1d]| S [S | So
S| S [ 1d|[So | S
S| S [So | 1d ]S
So | So | S | S | 1d

Figure 1.3. Le groupe des isométries du rectangle.
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Sous-groupe engendré par une partie

Soit G un groupe.

e |'intersection d'une famille de sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

e Le sous-groupe engendré par une partie A de G est l'intersection de la famille des sous-groupes
de G contenant A. C'est le plus petit sous-groupe de G contenant A.

e On dit que la partie A est génératrice de G si le sous-groupe engendré par A est G.

e Le groupe G est dit monogéne s'il est engendré par un singleton {a}. On dit indifféremment que
G est engendré par a ou que a est un élément générateur de G.

e Un groupe est dit cyclique s'il est monogene et fini.

Groupes Z/nZ

e Les sous-groupes du groupe (Z,+) sont monogénes, c'est-a-dire de la forme nZ, avec n €N.

e La relation de congruence modulo n, définie sur Z par: a=b [n] < a—b € nZ estune
relation d'équivalence.

e L'ensemble des classes d'équivalence, noté Z/nZ peut étre muni d'une structure de groupe.
Pour tout n €N, le groupe Z/nZ est monogéene.

e Laclasse d'un entier k modulo n est génératrice de Z/nZ si et seulement si k est premier avec n.

e Tout groupe monogene est isomorphe a:
e 7, s'il estinfini;
e Z/nZ,s'il est fini de cardinal n.

Ordre d'un élément

e Dans un groupe fini, le cardinal d'un sous-groupe divise celui du groupe.

e Unélément a € G est dit d'ordre m € N* si le sous-groupe engendré par a est fini de cardinal m.

e Si G est un groupe d'élément neutre e, I'ordre d'un élément a € G est le plus petit entier m € N¥,
s'il existe, tel que a™ =e.

e PourtoutaeG,siaestdordre m,alors: YneZ, a"=e < mjn.
e Sile groupe G est fini de cardinal n, pour tout a € G, a" =e.

e Si p est un nombre premier, tout groupe de cardinal p est cyclique.

RETROUVEZ ICI LA SYNTHESE
DE CE CHAPITRE A TELECHARGER

www.lienmini.fr/212891-SYNTH-01




Méthode 1: Sous-groupe engendré par une partie

» Pour montrer que H est le sous-groupe de G engendré par une partie A, vous devez montrer :

* que H estun sous-groupe de G;

e que ACH,;

e que pour tout sous-groupe H' de G,si Ac H’, alors H C H'.
» Pour montrer qu'une partie A est génératrice de G, vous pouvez montrer que tout élément de G est un
produit d’éléments de A et d’'inverses d’éléments de A.

Application de la méthode : voir les exercices 7, 8, C.

Méthode 2 : Ordre d'un élément d'un groupe

» Pour montrer qu'un élément a d'un groupe (noté multiplicativement) est d’ordre p, démontrez que
aP = e et que, pour tout diviseur g de p distinct de p, a¥ # e.

Application de la méthode : voir les exercices 1, 2, 3, D.

Méthode 3 : Groupe cyclique

» Pour montrer qu'un groupe G de cardinal 7z est cyclique, vous pouvez :
e trouver un élément d’ordre n dans G ;
e trouver un isomorphisme entre Z/nZ et G;
 conclure immédiatement si n est un nombre premier.

Application de la méthode : voir les exercices 1, 4.

Méthode 4 : Eléments générateurs du groupe Z/nZ

» Pour montrer que la classe d'un entier k modulo n est d’ordre n dans le groupe Z/nZ, démontrez que
k est premier avec n.

Application de la méthode : voir les exercices 5, 6.
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Vrai ou Faux

Vrai  Faux

a) Lensemble des transpositions est une partie génératrice du groupe m| m|
symétrique .%},.

b) Laréunion d'une famille de sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

c) Dans le groupe (R, +), le sous-groupe Q est monogene.

d) Dans le groupe Z/pZ ot p est premier, tous les éléments sauf 0 sont m] m]
générateurs.
e) Sip estun nombre premier, le groupe Z/pZ n'a que deux sous-groupes : {0} | O

et lui-méme.

f) Unélément x d'un groupe (G, x) est d’ordre m si et seulement si x” =e.

g) Tout groupe monogene est isomorphe a (Z,+) ou a un groupe (Z/nZ,+)
avec n € N*.

h) Tout groupe de cardinal 4 est isomorphe a Z/4Z. m| m|

Exercices d'application du chapitre 1

Si vous étes bloqué pour démarrer un exercice d’application, rendez-vous a la fin de la partie Exercices,
rubrique « Aides a la résolution des exercices ».

Soit G et H deux groupes, g un élément d’ordre p de G et h un élément d’ordre g de H. Que peut-on dire
del'ordre de (g, i) dans le groupe G x H?
Montrer que si G et H sont cycliques de cardinaux premiers entre eux, alors G x H est cyclique.

Soit G un groupe abélien, x et y deux éléments de G dont les ordres respectifs p et g sont premiers entre
eux. Montrer que x y est d’ordre pgq.

Soit f un morphisme de groupes de G dans G’ et x un élément de G d’ordre fini p.
Que peut-on dire de I'ordre de f(x) dans G'?
Application : trouver tous les morphismes de groupes de Z/7Z dans Z/15Z, puis de Z/4Z dans Z/127Z.

Un groupe abélien G d’élément neutre 0, est dit simple s'il n’est pas réduit a {0} et s’il ne possede pas
d’autre sous-groupe que {0} et G.

1) A quelle condition le groupe (Z/nZ,+) est-il simple?

2) Montrer qu'un groupe abélien fini est simple si et seulement si il est cyclique de cardinal premier.
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Soit n € N* et H un sous-groupe de Z/nZ. Soit G I'ensemble des entiers relatifs dont la classe modulo n
appartient a H. Montrer que G est un sous-groupe de Z, donc de la forme mZ avec m € N*. Montrer que
m est un diviseur de n et que H est engendré par la classe de m.

Déterminer tous les sous-groupes de Z/nZ. Exemples : sous-groupes de Z/4Z, Z/6Z, Z/127Z.

Un polygone a n c6tés (n entier supérieur ou égal a 3) est dit régulier s’il est inscrit dans un cercle et que
tous ses cotés ont la méme longueur. Il peut étre convexe ou croisé (ses cotés peuvent se croiser en dehors
de leurs extrémités). On peut supposer sans nuire a la généralité que ce cercle est de centre O, de rayon 1
et que le point d’affixe 1 est 'un des sommets du polygone.

Combien de formes distinctes peut prendre un polygone régulier a n cotés?

Dessinez, par exemple, toutes les formes de carré (n = 4), de pentagone régulier (n = 5), d’hexagone
régulier (n = 6) et d’heptagone régulier (n =7).

Considérons les applications de R \ {0, 1} dans lui-méme :

x—1

1 1 X
XX, x—l—x, X, X, X, X
fixmx, frxmlox, fixmo—, fiixm—, fixm—— fixe
1) Démontrer que G ={f, >, f5, 1, f5, fs} est un groupe pour la composition.

2) Déterminer tous ses sous-groupes.

3) Déterminer le sous-groupe de G engendré par les parties suivantes : {,}; {f}; { £, 5}-

On appelle matrice de transvection d’ordre 2 une matrice de la forme ((IJ 61!) ou (‘11 (1)), avec a € R.

Montrer que I'ensemble des matrices de transvection d’ordre 2 engendrent le groupe spécial linéaire
SL,(R), composé des matrices de .#,(R) de déterminant 1.

Exercices d'approfondissement du chapitre 1

Si vous étes bloqué pour démarrer un exercice d’approfondissement, rendez-vous a la fin de la partie
Exercices, rubrique « Aides a la résolution des exercices ».

Soit G un groupe fini et f un morphisme non constant de G dans le groupe multiplicatif C*. Déterminer

la somme Zf(x).

xeG

Soit G, ) un groupe abélien, d’élément neutre e, et H un sous-groupe de G.
1) Montrer que la relation 2 définie dans G par :
Y(x,y)eG?* xRy <= x-y'eH

est une relation d’équivalence.
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2) On note x la classe d’équivalence d'un élément x de G et G/H l'ensemble des classes d’équiva-
lence. Pour tout (x, y)€ G, onpose Xx*y = X y.
a) Quelle hypothese est faite implicitement par cette définition? Est-elle vérifiée?
b) Montrer que (G/H, ) est un groupe abélien.
On I'appelle groupe quotient de G par H.

[ ] 1®)
Soit A et B deux sous-groupes d'un groupe G. On pose AB={ab € G, a € A, b € B}. Montrer que AB est
un sous-groupe de G si et seulement si AB = BA. Montrer que c’est alors le sous-groupe de G engendré
par AUB.
00
Soit G un groupe de cardinal 35. Démontrer que G contient au moins un élément d’ordre 7 et un élément
d’ordre 5.
00
Soit G un groupe, noté multiplicativement, d’élément neutre e. On suppose qu’il existe dans G deux
éléments a et b distincts de e telsque aba =b.
1) Montrer que ab=ba et ba=a'b.
2) a) Montrerque: Vj€Z, a'b=ba™l.
b) Montrer que: Y(j,k)€Z? albk=DbkaV"i,
3) Soit H ={a’b*, (j, k)< Z?}. Montrer que H est le sous-groupe de G engendré par {a, b} .
4) Onsuppose que a estd’ordre n et b d’ordre m, ou1 n et m sont deux entiers naturels premiers entre
eux.
a) Montrer que: VY(j,k)€Z? al=b* = jenZetkemZ.
b) En déduire que tout élément de H s'écrit de facon unique sous la forme a’b*, o
jo€l0,n—1] et k, €[0,m—1]).
¢) En déduire le cardinal de H.
5) Soit G le groupe des bijections de C dans C. Déterminer le cardinal du sous-groupe H de G, en-
gendré par les applications r et s définies par :
r: zrjz ou jze%
S ZHZ
Interpréter géométriquement chaque élément de H.
Sujets de concours
00 Oral Mines-Telecom
Les groupes (Z/8Z, +) et (Z/2Z x Z/AZ, +) sont-ils isomorphes?
00 Oral CCINP

Pour 6 €R, on définit les matrices :
cosf —sinf /oy (€hO  shO
A(O):( sinf  cosf ) et A(G)_(she cha)'

Montrer que les ensembles G = {A(0), 0 R} et G’ ={A'(0), 8 €R}, munis de la multiplication matricielle,
sont des groupes. Sont-ils isomorphes?
Indication : résoudre 'équation X? =1, dans G et dans G'.
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eC0 Oral Mines-Ponts
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Soit G ’ensemble des matrices de la forme :
1 a b s
M(a,b,c)=|0 1 ¢ |, ou (a,b,c)e(zZ/pz).
0 0 1
1) Montrer que G est un groupe multiplicatif.
2) Quel est le cardinal de G ?
3) Déterminer I'ordre de chaque élément de G.
ee0 Oral Mines-Ponts
1) Soit G un groupe fini tel que, pour tout x € G, x> =e.
a) Montrer que G est abélien.
On suppose que G # {e}; soit a un élément de G distinct de e.

b) Montrer que H ={e, a} est un sous-groupe de G.

¢) En déduire que le cardinal de G est pair.

d) On définitdans G larelation xZy <= xy~! € H. Montrer que % est une relation d’équiva-
lence et que I’ensemble des classes d’équivalence, noté G /H, peut étre muni d'une structure
de groupe.

e) Quel est le cardinal du groupe quotient G/H ?

f) En déduire que le cardinal de G est une puissance de 2.

2) Soit G un groupe de cardinal 2p, ou p est un nombre premier. Montrer que G contient au moins
un élément d’ordre p.
oo Oral Centrale MP
Soit p un nombre premier. On pose G, ={z €C, 3k €N, zP* =1}
1) Montrer que G, est un sous-groupe de (C*, x). On I'appelle p -groupe de Priifer.
2) Décrire G, al'aide des groupes cycliques Uy« des racines p*-iemes de I'unité.
3) Montrer que les sous-groupes stricts de G, sont cycliques et qu’aucun d’eux n’est maximal pour
I'inclusion.
4) Montrer que G, n’est pas engendré par un systeme fini d’éléments.
ooe Oral X MP
Soit G un groupe abélien de cardinal pg ou p et g sont deux nombres premiers distincts. Montrer que G
est cyclique.
ooe Oral X MP

1) Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu'il existe un élément z de G dont’ordre est le PPCM des
ordres de tous les éléments de G.

2) Soit K un corps (commutatif). Démontrer que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* est
cyclique.
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Exercices d'application du chapitre 1

Exercice 1. Que peut-on dire de 'ordre du couple (g, i) ol g et h sont des éléments générateurs respectifs
deGetH?

Exercice 2. Montrez que r et pq se divisent mutuellement.

Exercice 3.
Montrez que I'ordre de f(x) divise celui de x.
Dans chaque exemple, cherchez les images possibles d'un élément générateur du groupe de départ.

Exercice 4. Montrez que (Z/nZ,+) est simple si et seulement si n est premier.
Exercice 5. Que peut-on dire de I'image réciprogue d'un sous-groupe par un morphisme de groupes?
Exercice 6. Décrivez la suite des affixes des sommets du polygone.

Exercice 7.
1) De quel groupe (G, o) pourrait-il bien étre un sous-groupe ? Calculez toutes les composées des éléments
de G deux a deux. Que pouvez-vous en déduire?
2) Cherchez les sous-groupes de G a 1,2,...,6 éléments. Y a-t-il des sous-groupes a 4 ou 5 éléments?
Pourquoi?
3) Souvenez-vous de la caractérisation du sous-groupe engendré par une partie.

Exercice 8. Cherchez la forme que peut prendre un produit de matrices de transvection et montrez que toute

matrice de SI,(R) peut s'écrire sous cette forme.

Exercices d'approfondissement du chapitre 1

Exercice A. Pour tout a € G, I'application x —ax est une bijection de G dans G.

Exercice B. On peut s'inspirer de la construction du groupe Z/nZ (paragraphe 3.2.).
Exercice C. En supposant que AB est un sous-groupe de G, montrez que AB Cc BAet BAC AB.

Exercice D. Le cas ou G est cyclique est tres simple. Si G n'est pas cyclique, supposez qu'il n'existe aucun
élément d'ordre 5; faites un dessin.

Exercice E.
3) a) Commencez par le cas j €N, par récurrence.
b) De méme pour k.
4) Montrez que H est un sous-groupe de G et que tout sous-groupe de G qui contient a et b contient H.
5) a) Montrezque a™ =eet b  =e.
b) Pensez a la division euclidienne.
c) Combieny a-t-il de couples (jo, ko) ?
6) Montrez que rsr=s.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai.

b) Faux, en général. Par exemple, 2Z U3Z n’est pas stable par addition (2 +3 ¢ 2Z U3Z).

¢) Faux. Il n’existe aucun rationnel r, tel que tout rationnel r s’écrive sous la forme r = nr,, avec n € Z.
d) Vrai.

e) Vrai.

) Faux. Il faut qu’il n'y ait pas d’entier k €[1, m —1]] tel que x* =e.

g) Vrai.

h) Faux. Le groupe Z/27ZxZ/27Z n'est pas isomorphe a Z/4Z.

Corrigés des exercices d'application

EXERCICE1

Lordre de (g, h) est le PPCM des ordres de g et de h. Si G et H sont cycliques d’ordres a et b premiers
entre eux, alors G posséde au moins un élément g d’ordre a, et H un élément i d’ordre b. L'élément
(g, h)estd’ordre ab dans G x H, qui est donc cyclique.

EXERCICE 2

Soit r 'ordre de x y. Il vient (x y )’ =(x?)7(y7)” = e, donc r divise pq.

Réciproquement, (xy)" = x"y" = e implique x" = y~". D’ot1, x9" = y~9" = e. On en déduit que p divise
gr; comme il est premier avec ¢, il divise . On montre de méme que g divise r. Comme p A g =1, le
produit pq divise r.

En définitive, r = pq.

EXERCICE 3

Si x” =e, alors f(x)? = e’ :I'ordre de f(x) est un diviseur de p.

Le groupe Z/7Z possede un élément d’ordre 1 et six éléments d’ordre 7 : leurs images ne peuvent étre que
d’ordre 1 dans Z/15Z; le seul morphisme possible est ’application nulle.

Le groupe Z/47Z posséde deux éléments d’ordre 4, a savoir 1 et 3. Leurs images dans Z/127Z ne peuvent

étre que 0, 3, 6, 9, d'ol1 quatre morphismes possibles (chacun étant entierement défini par I'image de 1).

EXERCICE 4

1) Si n est premier, alors le cardinal d’'un sous-groupe de Z/nZ ne peut étre que 1 ou n : il est simple.
Réciproquement, si Z/nZ est simple, soit p un diviseur de n; I'élément p engendre un sous-groupe de
cardinal n/p, donc n/p =1oun/p =n, soit p=nou p =1: n est premier.

2) Si G est un groupe cyclique de cardinal n premier, il est isomorphe a Z/nZ donc simple. Récipro-
quement, soit G un groupe fini simple de cardinal n. Tout élément distinct de 0, est d’ordre n, donc
engendre G. On en déduit que G est cyclique, donc isomorphe a Z/nZ: n est premier.
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EXERCICE 5

G est I'image réciproque du sous-groupe H par le morphisme k Kk, surjection canonique de Z dans
7/nZ; c’est donc un sous-groupe de Z, de la forme mZ. Comme 72 = 0 € H, il vient n € mZ : ainsi m
divise n.

Pour tout X € H, nous avons x € mZ, c'est-a-dire qu’il existe un entier k tel que x =km, dou x =km :
m engendre H.

Les sous-groupes de Z/nZ sont donc les groupes cycliques engendrés par les diviseurs de n.

* Sous-groupes de Z/4Z : <1>=7/4Z; <2 >={0,2}; <4>={0}.

e Sous-groupes de Z/6Z: <1>=7/6Z; <2>=1{0,2,4}; <3>={0,3}; <6>={0}.

* Sous-groupes de Z/12Z: <1>=7/127; <2>=1{0,2,4,6,8,10}; <3>=1{0,3,6,9};

<4>={0,4,8}; <6>={0,6}; <12>={0}.

EXERCICE 6

Un polygone régulier a n cotés est invariant par la rotation de centre O qui permet de passer d’'un som-
met au suivant. Par conséquent, I'ensemble des affixes des sommets est de la forme (1,e'¢,e??, ..., e("~Di¥)
ol ' est un élément d’ordre n du groupe (C*, x), c’est-a-dire un élément générateur du groupe %, des
racines n-iémes de I'unité. Ce qui signifie que 8 = k(27/n), ou k est un entier premier avec n. Le nombre
de valeurs correspondantes de e est donc ¢(n), ot ¢ est 'indicatrice d’Euler. On remarque que les va-
leurs e'? et e7¥ définissent le méme polygone régulier, parcouru dans un sens ou dans I'autre. Le nombre
de polygones réguliers a n cotés est donc @

o _g0£4) =1:il n'existe qu'une seule forme de carré :

° 2(5) =2:il existe deux formes de pentagones réguliers :

=1:iln'existe qu'une seule forme d’hexagone régulier :

o 5~ =3:il existe trois formes d’heptagones réguliers :

EXERCICE 7

1) Construisons la table de G :

clh| b |h|hi|h|kh
AFANANANAN AN
LlL|h|6|f|b]|h
LG |hi|l|h|L|A
fi|i |l L|A|S|f
Llb6 |G| h|h L]
fll|L|AlL|filfs

Lensemble G est non vide, stable par composition et il contient les inverses de ses éléments : c’est donc
un sous-groupe du groupe des bijections de R\ {0, 1} dans lui-méme.
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2) Cherchons les sous-groupes de G par nombre d’éléments :
e seul sous-groupe de G a un élément: {f};

* sous-groupes de G a deux éléments : {f;, £}, {fi, i}, {fi, £};
e seul sous-groupe de G a trois éléments : {fi, f3, f};
* tout sous-groupe contenant au moins quatre éléments est G tout entier.

3) Le sous-groupe engendré par {f,} (plus petit sous-groupe contenant f,) est {f;, f>}.
Le sous-groupe engendré par {f3} (plus petit sous-groupe contenant f;) est{f,, f, fs}-
Le sous-groupe engendré par {f,, f3} (plus petit sous-groupe contenant f; et f;) est G.

EXERCICE 8

On montre d’abord tres facilement que toute matrice de transvection d’ordre 2 a pour déterminant 1 et
que I'ensemble SI,(R) des matrices carrées de taille 2 de déterminant 1 est bien un sous-groupe de GL,(R).

On s’apercoit ensuite que I'ensemble des matrices de la forme ((1) 611) est un sous-groupe de SL,(R), de

1
de SL,(R), il faut donc effectuer un produit de matrices de ces deux ensembles. Essayons le produit :

ueera=(o 1)y 2o 3)

1+xy x+z+xyz)

N 5 . 1 0 ) . .
méme que 'ensemble des matrices de la forme (a ) Pour espérer obtenir une matrice quelconque

Tous calculs faits, on obtient :

M(x,y,Z)=( y yz+1

Soit maintenant une matrice quelconque de SI,(R): A= (? b), avecad—bc=1.

d
On aura M(x, y,z)= Asiet seulementsi:

l1+xy = a
x+z+xyz = b
y = ¢
yz+1 = d
Supposons ¢ £0.D'olt: y =c, x = & = 1 A= d = 1 Réciproquement, ce triplet (x, y, z) vérifie le systeme,

donc 'égalité M(x, y,z)=A.
Dans le cas o1 b # 0, il suffit d’examiner le produit :

M(x,y,Z)=()lc (1))((1) ){)(i (1))
=06 0)=6 D6 )

On est ramené a une matrice de la forme (

On conclut de la méme fagon.
Danslecasou b =c=0,ona:

a b )

0 d) avec ad =1 et b #0, dont on a vu plus haut qu’elle est
un produit de matrices de transvection.

Conclusion : toute matrice du groupe SL,(R) est un produit de matrices de transvection. D’apres la pro-

position 1.4, ce groupe est engendré par les matrices de transvection.
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Corrigés des exercices d'approfondissement

EXERCICE A

Comme f n’est pas constant, il existe a € G tel que f(a)# 1. Lapplication x —ax est une bijection de G

dans G, donc:
D ) =Y flax) = fl@)) f(x).

xeG xeG xeG

Or f(a)#1,0nen déduit: »_ f(x) = 0.

xeG
EXERCICE B

1) Larelation Z est:

* réflexive, car pourtout x€G, x-x '=e€H;

e symétrique, car pour tout (x, y)€ G%,si x-y'€H,alors (x-y ) '=x-y ') e H;
* transitive, car pour tout (x, y)€G*,si x-y'€eHet y-z'€H,alors:

(x-y ™)' y-z'=x-z"eH.

2) a) Pour que cette définition ait un sens, il faut s’assurer que la classe de x - y ne dépend que des classes
de x et de y et non de représentants particuliers de ces classes.

Soit (x, x’) et (y, y’) dans G tels que X = x’ et y = y’. Montrons que X - y = x’ - y’.

Si x-x"'eHety -y 'eH,alors:

(x-p) &y =xyy X = (x-x)(y ¥ € H.

La définition de la loi * dans G /H est bien validée.
On remarquera que dans la derniere égalité, on a utilisé la commutativité du groupe G. Dans un groupe

non abélien, cette construction n’est plus valide pour un sous-groupe quelconque, mais uniquement
pour certains d’entre eux appelés sous-groupes distingués. Cette notion n’est pas au programme.

b) On montre alors sans difficulté que la loi * est associative, qu’elle possede un élément neutre qui est e,

et que tout élément X possede un inverse, qui est x—1. Ainsi (G/H,*) est un groupe.

EXERCICE C

Supposons que AB = BA. Lensemble AB est non vide, car il contient e = ee. Soit x = ab et y = a’b’
deux éléments de AB (avec (a,a’) € A% et (b, b’) € B). Alors xy ' =abb’'a’~!. Or abb’~! appartient a
AB, donc a BA :il existe a” € A, b” € B tels que abb’~! = b”a”. On en déduit que xy~' = b”a”a’"!, qui
appartient a BA donc a AB. AB est un sous-groupe de G.

Supposons maintenant que AB soit un sous-groupe de G :

e soit x = ab un élément de AB (avec (a,b) € A x B). x~! est encore élément de AB, c’est-a-dire qu'il
existe (a’,b’)€ Ax B tel que x' =a’b’, d'ott x = b’ a’~!, qui est élément de BA: AB C BA;

e s0it x = ba un élément de BA (avec (a,b) € Ax B). Puisque b = e - b et a = a - e sont des éléments de
AB, qui est stable par laloi de G, il vient x € AB : BA C AB. En définitive, AB = BA.

Dans ce cas, le sous-groupe AB contient A et B, et tout sous-groupe contenant A et B contient AB : AB
est le plus petit sous-groupe de G contenant A et B.
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EXERCICE D

Tous les éléments de G ont pour ordre 1, 5, 7 ou 35.

e Si G est cyclique, il posséde un élément a d’ordre 35, donc a® = e, c’est-a-dire (a”)° = e. Lentier 5 est
le plus petit entier n > 0 tel que (a”)" = e, car sinon on aurait a” = e avec 7n < 35, ce qui est absurde.
Donc I'élément a” est d’ordre 5. On montre de méme que a® est d’ordre 7.

e Supposons maintenant que G n’est pas cyclique et qu’il ne possede aucun élément d’ordre 7. Alors tous
les éléments distincts de e sont d’ordre 5.

Soit a, # e, le groupe engendré par a, est < a, >={e,a,,a?,a’,a;}.

Pour tout élément a, ¢< a, >, < a, >={e,a,,a2,a,a,} et < a, >N < a, >= {e}. Si on réitere cette opéra-
tion; on obtient une suite finie (a;, a,, ..., a,) telle que pour tout k €[2, p]l, a; ¢ U <a;>.

1<i<k
Onaalors | | J<a;>|=4p+1.
1<i<p
4
a2
[ ] [ ]
3
aZ
[ ] [ ]
2
a2
[ ] [ ]
a
] [ ]
2 4
e a 4 4 4
[ ] [ ] [ [ ] [ ] [ [ ] [ ] [
[ ] [ ]
(] (]
[ ] [ ]
] (]

Cette réunion ne peut pas étre égale a G puisque 35 n’est pas congru a 1 modulo 4. Donc il existe bien au
moins un élément d’ordre 7.

On peut montrer de méme qu'’il existe dans G au moins un élément d’ordre 5, puisque 35 n’est pas congru
a 1 modulo 6.

EXERCICEE

1) En multipliant I'égalité aba = b, respectivement a droite ou a gauche, par a™*, on obtient :
ab=bat ; ba=a'b.

2) a) Montrons d’abord la proposition par récurrence pour j entier naturel :
e L'égalité est évidente pour j =0.
* Soit j eNtel que a’ b = ba™/. Par associativité de la loi et d’apres 'hypothese de récurrence :

a'b=a(a’b)=a(ba)=(ab)a” =(ba al =ba UV,

Légalité a’ b = ba~/ est donc établie pour tout entier j positif.
En multipliant 'égalité a/b = ba~/ a gauche par a™/ et a droite par a/, il vient :

a’'b=ba’,

ce qui prouve la proposition pour I'entier négatif —j et, par conséquent, pour tout entier relatif.
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b) Dela méme facon, commencons par démontrer la proposition par récurrence pour k entier naturel.
e L'égalité est évidente pour k =0.
« Soit k €N tel que, pour tout j €Z, a’ b* = b*a"*/. On a alors :
al b =alb*-b=b*a™ b= p*pa~ VT = pFH gV
Légalité a’ b* = b*a=V*/ est donc établie pour tout entier k positif.
En multipliant cette égalité a gauche et a droite par b=, nous obtenons :

b*al=a™"p~* pourtout jeZ.

En remplacant j par (—1)¥ j, il vient :
alb™ =p~FaV
ce qui prouve la proposition pour 'entier négatif -k et, par conséquent, pour tout entier relatif.
3) Lensemble H est non vide, car il contient a et b.
Montrons qu'il est stable par la loi de G : soit x = a/b¥ et y = a/' b* deux éléments de H.

: -/ ’ i (—1k i / i1k ’
xy=a'b*a’ b* =alatV T pFp* = gV prE
Doncxy €H.

Montrons que H contient les inverses de tous ses éléments. Soit x = a’/b* € H :

_1)kt

xt=p*a T =a"" Ip*FeH.

L'ensemble H est donc un sous-groupe de G contenant a et b. Or tout sous-groupe de G contenant a et
b contient nécessairement a’ b* pour tout (j, k) € Z*. H est donc le plus petit sous-groupe contenant a
et b, c’est-a-dire le sous-groupe engendré par {a, b}.

4) a) Soit j et k deux entiers tels que a/ = b*. On a alors :

a™=b" =(b"f=e.

Lentier m j est donc un multiple de I'ordre de a : n divise m j. D’apres le théoréme de Gauss, comme n
est premier avec m, n divise j.
De méme :

b* =a" =(a") =e.

Lentier nk est donc un multiple de I'ordre de b : m divise nk. D’apres le théoreme de Gauss, comme m
est premier avec n, m divise k.
b) Soit x =a’b* € H, avec (j, k) € Z>. Effectuons les divisions euclidiennes de j par n et de k par m :

gn+ j, ou jye[0o,n—1];
gm+ky, ou kye[0,m—1].

J
k

o g .
x = g9t pa'mtko — giopko

Montrons que cette écriture est unique; supposons qu'’il existe des entiers j, € [0,n—1] et k; [0, m—1]]
tels que :
x=alopk = ghpk,

Onaalors: a/o—i = p&1=% D’apres le résultat de la question 4) a) :
Jo—j1€ENZ et ki—kyemZ,

ce qui implique : j, = j, et ky = k;.
Tout élément x de H s’écrit donc de fagon unique sous la forme a’ b* avec j, € [0, n—1] et k, € [0, m—1].
¢) Par conséquent:

|H|=|[0,n—1]x[0,m—1]| = nm.
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5) Déterminons I'application rsr :

YzeC, rsr(z)=j(jz)=jjz=2=s(z2).
Donc rsr=s. De plus, r® =1d¢ et s =Id¢. On peut appliquer les résultats des questions précédentes : le
sous-groupe H est de cardinal 6 et :

H={Id¢,r,1%s,rs,r’s}.

Géométriquement :

* r estlarotation de centre O d’angle %*;

12 estlarotation de centre O d’angle %”;

* s estla symétrie par rapport a I'axe des réels;

* rs estla symétrie par rapport a la droite passant par O et d’angle polaire % ;

e rZs estla symétrie par rapport a la droite passant par O et d’angle polaire Z.

Corrigés des sujets de concours

Le groupe (Z/8Z, +) est cyclique, tandis que pour tout (x, y) € Z/2Z xZ/AZ : 4(x,y) =(4x,4y) =(0,0); tous
les éléments du groupe (Z/2Z x Z/4Z,+) ont un ordre au plus égal a 4. Ce groupe n’est pas cyclique. Les
deux groupes ne sont pas isomorphes.

Pour tout 6 €R, det A(6) =det A’(0)=1#0, donc A(f) et A/(0) appartiennent a GL,(R). Montrons que les
applications 0 —A(0) et 6 —A’(6) sont des morphismes du groupe (R, +) dans le groupe GL,(R).

A cosf —sinf cos@’ —sinf’ \ ([ cos(@+60’) —sin(6+6")
Al = ( sinf  cosf )( sinf’  cos6’ )_( sin(60 +60’)  cos(6 +0’) )’
, T chf sho ch@’ shf’” \ [ ch(0+0') sh(6+6)

A0)A10") = ( shd cho )( sho’ cho’ )—( sh(0+6") ch(0+0) )

ce qui prouve que A(G)A(0')=A(0+0") et A/(0)A'(6")=A’(0 +0'). Les ensembles G et G’ sont les images
des morphismes A et A’; ce sont donc des sous-groupes de (GIQ(R), x). Le groupe G est bien connu : c’est
le groupe spécial orthogonal SO,(R), constitué des matrices de rotation du plan.

cos20 —sin26
sin26 cos26
Finalement, il y a deux solutions a X? =1, dans G : X =1, ou X =—I,.

De méme, soit X = A’'(0) € G’. Alors, X? = A'(20) = ( zﬂgz zﬁgz

Soit X = A(0) € G. Alors X? = A(20) = ( ) Donc X2 =1, équivaut a 0 = k7, avec k€Z.

). Donc X2 =1, équivauta § =0.1ly

aune seule solution a X? =1, dans G : X =1,.

Supposons qu'il existe un isomorphisme ¢ de G dans G’. Alors : ¢(—1,)? = ¢(I,) = I, ce qui implique,
puisque p(—1L,) € G/, que p(—I,) = I,. Légalité ¢(I,) = ¢(—I,) contredit 'injectivité de ¢. Finalement les
groupes G et G’ ne sont pas isomorphes.
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1) On sait que K =Z/pZ est un corps. Les éléments de G ont pour déterminant 1 : ils sont inversibles.
Montrons que G est un sous-groupe du groupe GL,, (K).

e M(0,0,0)=1,, élément neutre de GL,(K).

¢ Pour tous (a, b, c)et(a’,b’,c’) dans (Z/pZ)3,

1 a+a b+b'+ac’
M(a,b,c)xM(a’,b’,c’)=|0 1 c+c’ =M(a+a,b+b' +ac’,c+c’) € G.
0 0 1

e Pour tout (a, b, ¢) dans (Z/pZ)3,

1 —a —-b+ac
M(a,b,c)'={0 1 —c = M(—a,—b+ac,—c) € G.
0 0 1

Donc G est bien un groupe.

2) Sans détour : Card(G) = Card((Z/pZ)g) =p3.

3) Lordre d’'un élément de G est un diviseur de p?; il ne peut donc étre que 1, p, p? ou p3. Par définition,
seule la matrice I; est d’ordre 1. Soit M(a, b, ¢) un élément de G distinct de I;. Par récurrence sur n (a faire

lejour]!), il vient pour tout n € N :

1 na nb+@ac (n—1)

n(n—1
M(a,b,c)" =0 1 ne :M(na,nb+Tac,nc).
0 0 1
A L . p—1 p(p—1) . L
En particulier, comme p est un nombre premier impair, ~—— €N et “=—— estun multiple de p. Ainsi,
(p—-1)
2

pa,pb+ P ac et pc sont des multiples de p : leur classe dans Z/pZ est nulle et par conséquent
M(a, b, c)P =1I;. Tout élément de G distinct de I5 est d’ordre p.

1) a) Pourtout(a,b)eG?:(ab) ' =ab,douba=ab :G estabélien.

b) H estnon vide, stable et contient les inverses de ses éléments : c’est un sous-groupe de G.

c) D’apres le théoreme de Lagrange, le cardinal de G est multiple de celui de H, donc pair.

d) On peut faire une construction analogue a celle du groupe Z/nZ (paragraphe 3.2. et exercice d’appro-
fondissement B).

e) Pourtout x € G, x ={x,ax}.Le cardinal de G/H est donc |G|/2.

f) Pourtout X € G/H, X* = e. Le groupe G /H a donc la méme propriété que le groupe G : son cardinal
est soit 1, soit pair. En itérant ce procédé, on obtient une suite de groupes dont les cardinaux sont en
progression géométrique de raison 1/2. Cette suite est nécessairement finie et le cardinal de chacun de
ces groupes, dont G, est une puissance de 2.

2) Pour p =2,le groupe G est de cardinal 4; il estisomorphe a Z/4Z ouaZ/27Z x Z/27Z. Dans les deux cas
il possede un élément d’ordre 2.

Si p > 2, les ordres possibles des éléments de G sont 1, 2, p et 2p.

e S'il existe un élément d’ordre p, alors le résultat est acquis.

* S'il existe un élément a d’ordre 2p, alors a? est d’ordre p (d’ailleurs, G est cyclique).

e Supposons enfin que tous les éléments de G distincts de e soient d’ordre 2 : d’apres 1.6), le cardinal du
groupe G est une puissance de 2, ce qui est absurde.
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1) G,cC*;1€G, donc G, #@.
Soit (z,z') € G’f : il existe deux entiers k et k’ tels que 2P =letz’?" =1.Alors:

(sz—l)pk“"/ _ (Zpk)r)kl (z/pk/ )—pk -1

donczz' ‘e G,. 1l s’ensuit que G, est un sous-groupe de C*.

2) Le groupe G, estlaréunion de la famille (U, )iey, croissante pour I'inclusion.

3) Soit H un sous-groupe de G,.

S'il existe des entiers k tels que Uyx ¢ H, soit k, le plus grand entier k € N tel que U« € H.

* SiU,k =H, alors H est un sous-groupe cyclique de G,,.

Si H était maximal pour I'inclusion, il serait égal a la réunion G, ce qui est exclu.

e Sil'inclusion Uk, C H est stricte, soit z un élément de H\U,x,. Comme il existe k; € N tel que z € Uyirs
avec k; > k;, alors le sous-groupe de H engendré par z estde la forme U, avec k, < k < k;, donc U, C H,
ce qui est contraire a la définition de k,. Dans ce cas, on conclut que pour tout k €N, U,« C H, d’ou par
réunion G, C H et donc H = G,,.

Conclusion : tous les sous-groupes stricts de G,, sont cycliques et non maximaux.

4) Si G, était engendré par un nombre fini d’éléments, il existerait un entier maximal k, tel que U,k
contienne tous ces €léments et, par conséquent, G, C Uy, ce qui est absurde.

Supposons que G ne soit pas cyclique, c’est-a-dire qu’il ne contienne aucun élément d’ordre pq. Soit x
un élément de G\{e}. Son ordre ne peut étre que p ou g, disons p pour fixer les idées. Soit y un élément
de G n’appartenant pas au sous-groupe engendré par x.

Supposons que y soit aussi d’ordre p. Soit H le sous-groupe de G engendré par {x, y}. Lapplication
¢ :(i,]) —x'yi de (Z/pZ)* dans H est un morphisme de groupes, surjectif puisque G est abélien et
H =< x,y >; cherchons son noyau. Remarquons que (i, j) € Ker ¢ si et seulementsi x’y/ = e, c’est-a-dire
x'=y~I. Cet élément appartient a < x >N < y >, qui est un sous-groupe strict de < x >, donc d’ordre 1,
C'est-a-dire {e}. D’ot x’ = y~/ = e, soit (i, j) € (pZ) et (7,7) =(0,0). Le morphisme ¢ est injectif; étant
déja surjectif, il est bijectif. On en déduit que |H| = p?, ce qui est absurde car p? ne divise pas pq. En
définitive, y est d’ordre q.

Comme G est abélien et p et g premiers entre eux, 'élément x y est d’ordre pg (voir exercice 2), ce qui
est contraire a ’hypothese. Nous avons démontré par I’absurde que G était cyclique.

1) Désignons par w(x) 'ordre d'un élément x de G. Soit n le PPCM des ordres des éléments de G. Dé-

k

composons n en facteurs premiers : n = [ | p;*. Pour tout i €[1, k]|, @; est le plus grand exposant de p;
i=1

figurant dans les décompositions en facteurs premiers des ordres des éléments de G. Il existe donc un

élément y; de G tel que @; soit'exposant de p; dans la décomposition en facteurs premiers de son ordre,

a
1
Pi

soit : w(y;) = p/m;, avec m; Ap; = 1. On a alors (y")"" = e. Lordre de y," divise p;", il est donc de la

p p
. sy . . . Py N . i \Pi N p; mi .
forme pi/j avec 3 < ;. Si B était strictement inférieur a @;, on aurait ( yim’) "=e,douy’ ' =e,cequi

contredit la définition de I'ordre de y;. Donc w(y,"") = p;"'. Les ordres des différents y,"* étant premiers

k
entre eux deux a deux, I'ordre de leur produit y =[] ;" est n.
i=1
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2) Considérons un sous-groupe fini G de cardinal N de (K*, -). Soit n le PPCM des ordres des éléments
de G. D’apres le résultat de la question précédente, il existe un élément x de G d’ordre n. D’apres le
théoréme de Lagrange, n divise N et, par conséquent, N > n.

De plus, tout élément de G a pour ordre un diviseur de 7 et est par conséquent racine du polynéme X" —1
de K[X]. Comme ce polynéme possede au plus 7z racines, on en déduit que N < n.

En définitive, N = n. L'élément x a pour ordre N :le groupe G est cyclique.
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Histoire des mathématiques

Emmy Noether, mathématicienne allemande (1882-1935)

Emmy Noether nait dans une famille juive d’Erlangen dans le royaume de Ba-
viere. En 1915, elle est invitée par David Hilbert et Felix Klein a rejoindre le re-
nommeé département de mathématiques de I'université de Gottingen. Cepen-
dant, enraison de'opposition de la faculté — qui refuse qu'une femme soitnom-
mée professeur — elle doit pendant quatre ans donner des cours sous le nom
de Hilbert. En 1934, chassée de I'université par les nazis, elle émigre aux Ftats-
Unis ol elle rencontre Albert Einstein qui la décrit comme un « génie créatif
considérable ».

Paru en 1921, son article Idealtheorie in Ringbereichen (Théorie des idéaux dans
les anneaux) pose les fondations de la théorie générale des anneaux commu-
tatifs, qui généralise I'étude classique de I'arithmétique des entiers et des po-
lynémes. En son honneur, un anneau dont tous les idéaux sont engendrés par
une partie finie est appelé « noetherien ».

o Idéaux d'un anneau commutatif

11. Idéal d'un anneau commutatif

Définition 2.1. Idéal d'un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif. On appelle idéal de A une partie I de A telle que :
e (I,+)est un sous-groupe de (A,+);
e [ est stable par la multiplication par un élément quelconque de A : Vx € I, Va € A,
axel.

e L'ensemble 2Z des entiers pairs est un idéal de 'anneau Z des entiers.
* L'ensemble des suites convergeant vers 0 est un idéal de I'anneau des suites bornées.

Remarque
Siunidéal de 'anneau A contient I'élément unité 1,4, alors il est égal a A tout entier.

p Proposition 2.2. Image directe ou réciproque d'un idéal par un morphisme

Soit A et A’ deux anneaux commutatifs et f un morphisme d'anneaux de A dans A’.
e L'image directe d'un idéal de A est un idéal du sous-anneau f(A).
e L'image réciproque d'un idéal de A’ est un idéal de A. En particulier, Ker f est un idéal
de A.
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Démonstration

¢ Soit I unidéal de A. Le morphisme d’anneaux f de A dans A’ est d’abord un morphisme de groupes
de (A, +)dans(f(A),+), donc f(I),image d’un sous-groupe de (4, +), est un sous-groupe de (f (A), +).
De plus, pour tout x € f(I) et tout a € f(A), il existe £ € I et a € A tels que x = f(&) et a = f(a).

Alors : ax=f(a)f(&) = f(a&).

Comme « appartient a A et £ a I qui est un idéal de A, a& appartient a I et par conséquent ax
appartient a f(I).

Nous avons bien démontré que f(I) est un idéal de f(A) (qui est un sous-anneau de A, mais pas
nécessairement un idéal de A!).

¢ De méme, soit J un idéal de A’. Limage réciproque de J, sous-groupe de (A’,+), par le morphisme
de groupes f est un sous-groupe de (A,+). De plus, pour tout x € f~1(J) et tout a € A, f(x) € J et
f(a)e A’. Comme J estunidéal de A, f(a)f(x)€ J, c'est-a-dire f(ax)€ J,doncax € f~1(]).
Nous avons bien démontré que f~(J) est un idéal de A.
En particulier, Ker f = f ‘1({0 A,}) et {04} estunidéal de A’, donc Ker f est un idéal de A. [ ]

Proposition 2.3. Intersection et somme d'idéaux

Soit A un anneau commutatif :
e toute intersection d'idéaux de A est un idéal de A;
¢ toute somme d'idéaux de A est un idéal de A.

Démonstration
Soit (I;);e; une famille d’idéaux de A.
¢ Lintersection de cette famille est une intersection de sous-groupes de (4, +); ¢’est donc est un sous-
groupe de (A,+). De plus, soit x € (] I; et a € A. Pour tout j € ], x € I; et comme I; est un idéal de
jel
A, ax € I;. En définitive, ax € () ;.

. . . I€) Sl
Nous avons bien démontré que [ I; est un idéal de A.
i€l
e De méme, Z I; est une somme de sous-groupes de (A,+); c’est donc est un sous-groupe de (A, +).
i€l
Soitxe€ ) I eta€A. Pourtout j € J, il existe x; € I; tel que x = x;, d’'ou:

< ax = aij =Zaxj. <
jel i€l
Comme pour tout j € J, I; estunidéal de A, ax; € I;. En définitive, ax € ) I;.
Nous avons bien démontré que Y I; est un idéal de A. iel

i€l |

1.2. Idéal engendré par un élément

Définition 2.4. Idéal engendré par un élément

Soit A un anneau commutatif et x un élément de A. L'ensemble des éléments de A de la forme
xa, ou a est un élément quelconque de A, est un idéal de A appelé idéal engendré par x. C'est
le plus petit idéal de A contenant x. On le note x A.

xA ={y€A, JacA, y = xa}.
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Exemples
1. Lensemble des entiers relatifs pairs est I'idéal de Z engendré par I'entier 2 :

2Z={yeZ, daeZ, y=2a}.

2. L'ensemble des polyndmes a coefficients réels admettant 0 pour racine est 'idéal de R[X]
engendré par le polyndme X :

XR[X]={PeR[X], 3QeR[X], P = XQ }.

Définition 2.5. Idéal principal, anneau principal

Soit A un anneau commutatif. Un idéal de A est dit principal s'il est engendré par un seul élé-
ment. L'anneau A est dit principal s'il est integre et si tous ses idéaux sont principaux.

Exemples
1. Un idéal de I'anneau Z est un sous-groupe de (Z,+), or nous avons vu dans le chapitre
précédent (théoréme 1.7) que tout sous-groupe de Z est monogene, c’est-a-dire de la forme
nZ;c’estdoncunidéal principal. Comme 'anneau Z est integre, ¢’est un anneau principal.
2. Soit Z[ X]!'ensemble des polyndmes a coefficients entiers et A 1’ensemble des éléments de
n

cetanneaude laforme P = Z a,X",oupourtout k €[1,n] a, € Zeta, €2Z (le coefficient
k=0

constant est pair). On montre facilement que A est un idéal de Z[ X ], mais cet idéal n’est pas

principal car par exemple les éléments 2 et X ne sont pas multiples'un del’autre. Lanneau

Z[X] n’est donc pas principal.

1.3. Divisibilité dans un anneau intégre

Définition 2.6. Divisibilité

Soit A un anneau integre.
e On dit que a divise b s'il existe un élément ¢ de A tel que b =ac. On écrit a|b.
e Sia|b, on dit que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.
e Deux éléments a et b sont dits associés si a divise b et b divise a.
e Un élément est dit irréductible si ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles et les
éléments qui lui sont associés.

Remarque
La relation « divise» dans’anneau A se ramene a une inclusion des idéaux engendrés :

alb <= bA C aA.
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9 L'anneau Z
2.1. IdéauxdeZ

Rappelons le résultat déja démontré dans 'exemple 1 du paragraphe 1.2. :

\6/

Théoréme 2.7. Idéaux de Z

7 est un anneau principal. Tout idéal de Z est de la forme nZ, avec n € Z.

Démonstration
Lanneau Z est integre. Si I est un idéal de Z, alors (I, +) est un sous-groupe de (Z,+), donc il existe n € Z
tel que I = nZ. Tout idéal de Z est principal. Lanneau Z est principal. [ ]

Remarque
Dans I'anneau Z, il n'y a pas de différence entre sous-groupe et idéal, mais cette situation est tout a fait
exceptionnelle.

Définition 2.8. PGCD et PPCM de 7 entiers en termes d'idéaux

Soit (x;,..., x,) une famille de n entiers relatifs, avec n > 2. On appelle :
n
e PGCD de cette famille I'unique générateur positif de l'idéal inZ :
i=1

(A AX)NZ = 4Z + -+ + X,Z;

n
e PPCM de cette famille I'unique générateur positif de l'idéal ﬂ X, 7
i=1

(5 V--VX,)Z = 1ZN---N X, Z.

On retrouve bien les définitions étudiées en premiere année.

¢ Soitd le PGCD de (x,...,x,): dZ = x,Z + -+ + x,Z, donc pour tout i € [1,n]], x;Z C dZ, c’est-a-
dire: d|x; : d est un diviseur commun a tous les x;. Réciproquement, si § est un diviseur commun
a tous les x;, alors pour tout i, 8|x;, c'est-a-dire x;Z c 6Z, d’'out dZ C 6Z, ou encore : d|d. Tout
diviseur commun a tous les x; divise d.

e Soit m le PPCM de (x,,...,x,): mZ = xZN---N x,Z. Alors pour tout i € [1,n], mZ C x;Z,
c’est-a-dire : x;|m : m est un multiple commun a tous les x;. Réciproquement, si ¢ est un multiple
commun a tous les x;, alors pour tout i, x;|u, c'est-a-dire uZ c x;Z, d’'ott uZ c mZ, ou encore :
m|u. Tout multiple commun a tous les x; est un multiple de m.

En définitive, m est le plus petit (au sens de la divisibilité) des multiples communs a tous les x;.

Algorithme 2.9. Exemple de calcul avec Python du PGCD de deux entiers

ﬂ pgthon def pgcd(a,b):

while b<>0:
r=aj%b
a,b=b,r

return a
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2.2. Entiers premiers entre eux

Définition 2.10. Entiers premiers entre eux

Soit (x1,..., x,) une famille de n entiers relatifs, avec n > 2. Ces entiers sont dits premiers entre
eux sileur PGCD est 1, c'est-a-dire si: x1Z + --- + x,Z = Z.

Théoréme 2.11. Théoréme de Bezout

Les entiers (x,..., x,) sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs
(uy,...,u,)telsque:  xyuy +---+ x,u, =1.

Démonstration

Soit d le PGCD des x;. Si ces entiers sont premiers entre eux, alors d =1,donc 1 € x,Z + --- + x,,Z, d’o1 la
relation de Bezout.

Réciproquement, si cette relation est réalisée, alors 1 € dZ, donc d|1. Comme un PGCD est par définition
positif, il vient d =1 : les entiers x; sont premiers entre eux. ]

9 AnneauxZ/nZ

3.1. Structured'anneaude Z/nZ

p Proposition 2.12. Multiplication dans Z/nZ

Soit n € N*. Pour tout (a, b) € Z?, la classe modulo n de a b ne dépend que des classes de a et de
b, et non de représentants particuliers de ces classes. On peut ainsi définir une multiplication
dans Z/nz: Y(a,b)e(Z/nZ)?, ab =ab.

Alors, (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.

Démonstration
Nous savons déja que (Z/nZ,+) est un groupe abélien.
Soit(a’,b’)eaxb:a’'—ae€nZetb’'—b € nZ. Nous avons :

a'b’—ab=(a'"—a)b+a'(b’—b)enZ,

donca’b’ € ab.
On vérifie aisément que la multiplication ainsi définie dans Z/nZ est associative, commutative, distribu-
tive par rapport a + et qu’elle admet un élément neutre 1.

Finalement (Z/nZ,+, x) est bien un anneau commutatif. u
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Exemple : anneau (Z/6Z,+, x)

+|0|1|2|3|4]|5 x| 0|1|2|3|4]|5
oj0|1|2|3|4]|5 ojofofofO0|O]|O
1|(1|2|3|4|5]|0 1(0|1|2|3|4]|5
2|2|3|4|5|0]|1 2|0|2|4|0|2]|4
3|3|4|5|0|1]2 3(0|3|0|3|0]3
4/12|5|0|1|2]|3 4042|042
5/5(0|1|2|3]|4 5/0[5[4|3|2]1

Figure 2.1. Tables de I'anneau (Z/6Z,+, x).

On remarque que 2 x 3 =0 : Z/6Z n’est pas intégre. Ses éléments inversibles sont 1 et 5, qui sont
chacun leur propre inverse.

3.2. InversiblesdeZ/nz

Théoréme 2.13. Inversibles de Z/nZ

L'élément k est inversible dans I'anneau Z/nZ si et seulement si k est premier avec n.

Démonstration
Si k est inversible, alors il existe un entier k’ tel que kk’ = 1, c’est-a-dire kk’ = 1 [n]. Ainsi il existe ¢ € Z
tel que kk’—qgn =1.D’apres le théoreme de Bezout: kAn=1.

Réciproquement, si k A n = 1, alors il existe des entiers p et g tels que kp + ng = 1, soit
kp=1[n], dol1 kp =1: ainsi, k est inversible. ]
Remarque

Le calcul de 'inverse de k dans Z/nZ se raméne a I'algorithme d’Euclide.

Exemple

Puisque 5A18 = 1, la classe 5 est inversible dans Z/18Z. Or 18 =3x5+3; 5=1x3+2; 3=1x2+1,
dot1:1=3-2=3—(5—3)=—5+2x3=—5+2(18—3x5)=2x 18—7 x5.

Ainsi, (5) ' = (=7) = 11 dans Z/18Z.

Théoréme 2.14. Corps Z/pZ

L'anneau (Z/pZ,+, x) est un corps si et seulement si p est un nombre premier.
On le note alors I¥),.

41



Mathématiques MP-MP*-MPI-MPI*

Démonstration
(Z/pZ,+, x) est un corps si et seulement si il possede p —1 éléments inversibles, c’est-a-dire si et seule-

ment si p est premier avec tous les entiers de 1 a p —1 : c’est une caractérisation d'un nombre premier. W

3.3. Produit fini d'anneaux

Nous avons besoin pour le paragraphe suivant d’étendre aux anneaux la notion de structure produit déja
étudiée dans le premier chapitre pour les groupes.

Définition 2.15. Anneau produit

Soit (A;)e1,,7 une famille finie d'anneaux. On peut munir le produit cartésien A= ﬁAi
des opérations internes : =

o +:5i X =(X)ieq1,ng €8 ¥ = (Vi)ieq,ny alors x +y =(X; + ¥i)ien1,np;

o X :six=(X;)icqu,n €t ¥ = (Viieqrny 210rs X ¥ =(X; ¥i)ieqr,ny-
On vérifie aisément que A muni de ces deux lois est un anneau.

3.4. Théoréme chinois

Théoréme 2.16. Théoréme chinois

Soit (n, m) e N*2. Si n Am =1, alors les anneaux Z/nZ x Z/mZ et Z/nmZ sont isomorphes.

Remarque

Ce théoréme est ainsi nommé en hommage au mathématicien chinois Qin Jiushao (1202-1261), qui dé-
montra un énoncé équivalent en termes de restes de divisions euclidiennes.

Démonstration

Lapplication f de Z/nmZ dans Z/nZxZ/ mZ qui, a une classe k modulo nm associe le couple des classes
de k modulo n et m, est un morphisme d’anneaux. Son noyau est I'ensemble des k modulo nm tels que
k =0[n] et k = 0[m], c'est-a-dire k divisible par n et m; comme 7n et m sont premiers entre eux, cela
équivaut a k divisible par nm, c’est-a-dire k =0 [nm), ou encore k = 0 dans Z/nmZ. Donc Ker f = {0},
le morphisme f est injectif. Comme les anneaux Z/nmZ et Z/nZ x Z/mZ ont le méme cardinal nm,
f estbijectif. C’est un isomorphisme. |

Application : systémes de congruence
Le théoréme chinois signifie que, si n et m sont deux entiers premiers entre eux, un systéme de
congruences de modulo respectifs n et m équivaut a une seule congruence modulo nm.

x=aln]

x=b[m] < x=c[nm].

Y(a,b)eZ? IceZ | {
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Le général Han Xin a entre 900 et 1000 soldats. Si on les range par 3, il en reste 2. Si on les range
par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien sont-ils?
Le nombre x de soldats vérifie le systéeme de congruences :

x=2][3]
{ x=3[5] avec x €[900,1000]).
x=2[7]

Comme 3, 5 et 7 sont premiers entre eux deux a deux, ce systeme équivaut a une seule congruence
modulo3x5x7=105.1 existe (p,q, r) € Z* tel que x =3p+2=5g+3 =7r+2.1lvient3p—5g =1,
dont une solution particuliere est (p, q) = (2, 1) et 'ensemble des solutions (p, q) = (55 +2,3s +1),
avec s€Z.0n adonc x =155 +8 =7r +2. On en déduit 7r —15s = 6. Or 15—2 x 7 = 1, donc
6 x 15—12 x 7 = 6. Une solution particuliere est (r,s) = (—12,—6) et 'ensemble des solutions
(r,s)=(15t—12,7t —6), avec t €Z. En définitive, x = 105¢ —82. Le systéme équivaut a I'unique
congruence x =—82 [105]. La seule solution comprise entre 900 et 1 000 est obtenue pour ¢ = 10.
Le général a 968 soldats.

3.5. Indicatrice d'Euler

Définition 2.17. Indicatrice d'Euler

On appelle indicatrice d'Euler de |'entier n € N* le nombre ¢(n) d'entiers de [1, n]] premiers
avec n.

Remarque
Nous avons rencontré ce nombre a deux reprises :

e (n)estle nombre d’éléments générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+);
* ¢(n)estle nombre d’éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x).

Nous savons déja que, si p est un nombre premier, alors ¢(p)=p —1.

Algorithme 2.18. Calcul de l'indicatrice d'Euler
On peut écrire un algorithme qui calcule ¢(n), pour des petites valeurs de n, en parcourant tous
les entiers de 1 a n et en incrémentant un compteur chaque fois que I'on en rencontre un qui est

premier avec n. Bien entendu, cet algorithme devient vite inefficace pour de grandes valeurs de n.

Calcul en Python de lindicatrice d’Euler d’'un entier (voir au paragraphe 2.9 la fonction PGCD) :

def phi(n):
P pl;[thor] compteur = 0
for d in range(1l,n+1):
if pgcd(d,n) == 1:

compteur += 1
return compteur
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'C) Proposition 2.19. Indicatrice d'Euler d'un produit d'entiers premiers entre eux

Si n et m sont deux entiers premiers entre eux, alors p(nm)= p(n)p(m).

Démonstration

D’apres le théoreme chinois, si n A m = 1, alors les anneaux Z/nmZ et Z/nZ x Z/ mZ sont isomorphes.
Leurs éléments inversibles se correspondent dans cet isomorphisme. Or (a, b) est inversible dans
Z/nZ x Z/mZsi et seulement si a est inversible dans Z/nZ et b est inversible dans Z/mZ, ce qui donne
p(n)p(m) éléments inversibles dans Z/nZ x Z/ mZ pour ¢(nm) dans Z/nmZ. On en déduit I'égalité. m

Proposition 2.20. Indicatrice d'Euler d'une puissance d'un nombre premier

Soit p un nombre premier et k un entier naturel non nul, alors ¢(p*) = pk( - %)

Démonstration

Les entiers premiers avec p* sont ceux qui sont premiers avec p, c’est-a-dire tous les entiers qui ne sont
pas multiples de p. Dans l'intervalle [1, p*], on compte p*~' multiples de p, donc p* — p*~! entiers qui

ne le sont pas. Onadonc<p(pk)=p’c—p’c*1=pk(l—%). -

Proposition 2.21. Indicatrice d'Euler et diviseurs premiers

Si les diviseurs premiers de I'entier n sont (py, po, ..., pi), alors:

swrli )43,

Démonstration
Lentier n admet une décomposition en produit de facteurs premiers de la forme :
n=pip e ptt

ol py, P, ..., Pr sont des nombres premiers distincts deux a deux et @y, @,,..., a; des entiers naturels non
nuls. Les p;%, pour i €1, k], sont premiers entre eux deux a deux. On en déduit que :

¢ (m“) e (p2)- o (pe)
= (=g (- g) o n (- %)
n(1=7) (1= 5) (1= %) -

v(n)

Exemple
Calculons 'indicatrice d'Euler de 3600. Les diviseurs premiers de 3600 sont 2,3,5, d’ou :

(p(3600)=3600(1— %)(1— %)(1— é) =960.
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Remarque

Lavantage de cette formule est qu’elle ne nécessite pas de connaitre les exposants apparaissant dans la
décomposition en produit de facteurs premiers de 7, mais seulement les facteurs premiers eux-mémes.
Cependant, cette méthode devient elle-méme trop complexe pour des nombres géants (une centaine de
chiffres décimaux). Nous verrons ci-apres que c’est sur cette complexité que repose la sécurité de cer-
taines méthodes utilisées en cryptographie.

3.6. Théoréeme d'Euler

N

@ Théoreme 2.22. Théoréme d'Euler

Soit neN*. Pour tout entier a premier avec n :

a*™=1[n].

Démonstration

SiaAn =1, alors la classe de @ modulo n appartient au groupe des éléments inversibles de 'anneau
Z/nZ. Son ordre divise le cardinal du groupe, qui est p(n): a*" =1, c’est-a-dire a¥™ =1[n]. |

Corollaire 2.23. Petit théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier, alors pour tout entier a : a? = a [p].

Démonstration

SiaepZ, alorsa=0[p]eta” =0[p], d' ol le résultat.

Sia ¢ pZ,alors a A p =1.D’apres le théoreme d’'Euler, a?”) =1 [p] avec p(p)=p —1.
D'ouaP ' =1[p]puis a” =a|p]. [ ]

Remarque

Ne pas confondre ce théoreme avec le « grand théoreme de Fermat-Wiles » affirmant que, si n est un
entier supérieur ou égal a 3, il n’existe aucun triplet (a, b, c) € N** tel que a”+b" = ¢". Sous son apparente
simplicité, ce résultat, dont Pierre de Fermat prétendait disposer d'une démonstration « merveilleuse »,
ne fut démontré qu’en 1994 par Andrew Wiles a 'aide de méthodes extrémement complexes.

Application : principe du cryptage RSA (voir exercice G)

Il s’agit d’'une méthode de cryptage inventée par Ron Rivest, Adi Shamir et Léonard Adleman en
1978. Elle utilise des clés asymétriques : une clé publique, permettant librement de crypter des
messages pour un destinataire, et une clé privée, que celui-ci est seul a détenir et qui lui permet
de décrypter les messages qu'il recoit.

La sécurité du systeme repose sur la difficulté de calculer I'indicatrice d’Euler d'un trés grand
entier. Le RSA est encore utilisé aujourd’hui pour échanger en toute sécurité des clés symétriques
utilisées pour crypter et décrypter beaucoup plus rapidement.
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G Anneaux K[X]

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C, le plus souvent Q, R ou C. Cette mention nous garantit
que 'application de Z dans K définie par n —n -1 est injective. Ce ne serait pas le cas pour un corps tel
que Z/pZ avec p premier, dans lequel p -1 = 0. Dans Z/2Z, par exemple, I +1 = 0. De telles égalités
compliquent la théorie des polyndmes et restreignent la validité de certains résultats. Par exemple, dans
Z/2Z[X], le polynome X2+ X est de degré 2 mais de fonction polynomiale nulle.

Rappelons qu'un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.

4. Idéaux de K[X]
:‘:

Théoréeme 2.24. Idéaux de K[ X]

L'anneau K[X] est principal, c'est-a-dire qu'il est integre et que tout idéal de K[X] est de la
forme Py K[X], ou P, est un polynéme, que I'on peut choisir unitaire (il est alors unique).

Démonstration

On sait déja que K[X] estintegre: V(P,Q)eK[X]?, PQ=0= (P=0ou Q=0).

Soit I un idéal de K[X].

Si I ={0}, alors I est'idéal engendré par le polynéme nul.

Si I # {0}, considérons I'ensemble D des degrés des polynomes non nuls de I. Comme D est une partie
non vide de N, elle possede un plus petit élément r,. Soit Py un élément de I de degré p,. Lidéal P K[X]
engendré par P, est inclus dans 1.

Réciproquement, soit P un élément quelconque de . Par division euclidienne de P par F; :

P=PRQ+R avec deg(R) < py.-

Comme P et PyQ appartiennent a I, R appartient aussi a I. Or son degré est strictement inférieur au plus
petit degré des éléments non nuls de I, donc R = 0. Le polynéme P est donc un multiple de B, c’est-a-dire
que I estinclus dans I'idéal engendré par P.

En définitive, I est'idéal engendré par le polynéme P,, ou par tout polyndme associé a Py. Parmi ceux-ci,
il en existe un et un seul qui soit unitaire. [ |

On peut étendre sans difficulté a K[X] les notions de PGCD, PPCM, éléments premiers entre eux, ainsi
que le théoréme de Bezout.

4.2. PGCD de n polynémes

Définition 2.25. PGCD d'une famille finie de polynomes

Soit (Ay,...,A,) une famille de n polynémes a coefficients dans K. On appelle plus grand com-
n

mun diviseur ou PGCD de cette famille I'unique générateur unitaire de I'idéal Z(Ak ]K[X]).
k=1
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4.3. Polynémes premiers entre eux

Définition 2.26. Polynomes premiers entre eux

Soit (A )ken,n) € K[X]". Les polyndmes Ay sont dits premiers entre eux si leur PGCD est 1:

D (AKIX]) = KIX].
k=1

Théoreme 2.27. Théoreme de Bezout

Soit (A )ker1,n) €K[X]". Les polyndmes Ay sont premiers entre eux si et seulement si il existe
une famille (U, ..., U,) e K[X]" telle que :

iAk Uk = 1.
k=1

Conseils méthodologiques

On retrouve également le théoreme de Gauss :

Corollaire 2.28. Théoreme de Gauss

Si un polynéme divise un produit de deux polyndémes et qu'il est premier avec I'un des facteurs,
alors il divise l'autre.

V(A B,C)eKIXP, (AIBCetAAB=1) = AlC.
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Démonstration

Puisque AA B =1, il existe (U, V) e K[ X]? tel que AU + BV =1,d'ou ACU + BCV =C.

Puisque A|BC, il existe D € K[X] tel que BC = AD. On en déduit que A(CU + DV) = C et donc que A
divise C. [ ]

4.4. Polynomes irréductibles de K[X]

Définition 2.29. Polynome irréductible sur un corps

Un polynéme de K[ X] est dit irréductible s'il est non constant et si ses seuls diviseurs sont les
polynémes qui lui sont associés et les polynémes constants.

Remarques
¢ Les polyndmes irréductibles jouent le méme réle dans K[ X ] que les nombres premiers dans Z.
e Le caractere irréductible d’'un polyndome dépend du corps K considéré. Par exemple, X? + 1 est
irréductible dans R[X], mais pas dans C[X].

p Proposition 2.30. Existence d'un diviseur irréductible

Tout polynéme non constant de K[ X ] posséde au moins un diviseur irréductible.

Démonstration

Soit P un polynéme non constant. Lensemble des degrés des diviseurs non constants de P est une partie
non vide de N*, qui posséde donc un plus petit élément n,. Soit D, un diviseur de P de degré n,. Un
diviseur de D, non constant et non associé a D, serait un diviseur de P de degré strictement inférieur a
ny, ce qui contredirait la définition de n,. Donc D, est irréductible. [ ]

Théoréme 2.31. Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Tout polynéme non constant de K[X] est un produit de facteurs irréductibles. Cette décom-
position est unique, sauf a changer un facteur en un facteur associé ou a modifier I'ordre des
facteurs.

Démonstration
La démonstration est exactement la méme que celle de la décomposition d'un entier en produit de
facteurs premiers. [ ]

4.5. Irréductibles de C[X]

Conformément au programme, nous admettrons sans démonstration le théoréeme suivant, parfois appelé
théoreme fondamental de l'algebre.

Théoréme 2.32. Théoréme de d'Alembert-Gauss

Tout polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.
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Corollaire 2.33. Polynémes irréductibles de C[X]

¢ Les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
e Tout polynéme de degré n > 0 de C[X] posséde exactement n racines, comptées avec
leur ordre de multiplicité.
¢ Tout polynéme non constant de C[X] est scindé, c'est-a-dire produit de polynémes de
degré 1.
P=AX—a))" (X —ap)™ (X —ap)™.

4.6. Irréductibles de R[X]

Soit P e R[X], de degré n > 0. P posséde n racines complexes, comptées avec leur ordre de multiplicité.
Si z est une racine d’ordre m :

P(z)=P'(z)=---=P" V(z)=0 et P"(z)#0.
En conjuguant, on obtient :
P(Z)=P'(Z)=---=P" VZ)=0 et P"™(Z)#0.

z est donc aussi racine de P avec le méme ordre de multiplicité que z. Les racines de P sont donc soit
réelles, soit non réelles conjuguées deux a deux, avec le méme ordre de multiplicité. Dans la décomposi-
tion en produit de facteurs irréductibles de P dans C[X], on peut regrouper les facteurs correspondant a
deux racines non réelles conjuguées :

X—2)"X=2)"=(X*+bX +c)",

avec b =—2NRe(z) R et ¢ =|z|* €R. Le trindme X? + b X + ¢ n’a pas de racine réelle : son discriminant
est strictement négatif, b —4c¢ < 0. Le polyndome P peut se décomposer dans R[X ] sous la forme :

P=AX—a;)" (X —ay)" (X —a;)"™ (X*+ b, X + ¢ )" -« (X*+ b X + ¢, ).

On en déduit le résultat suivant :

,C) Proposition 2.34. Polynémes irréductibles de R[X]

Les seuls polynémes irréductibles de R[X] sont :
e |es polynémes de degré 1;
¢ |es polynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Remarque

Un polyndéme de R[X] de degré strictement supérieur a 2 n’est certainement pas irréductible, méme s’il
n’'a pas de racine réelle. Par exemple :

Xi41=(X?+1P—2X?=(X>—V2X + 1)(X? + V2X +1).

Les racines complexes d’'un polynéme sans racine réelle sont conjuguées deux a deux, si bien que son
degré est nécessairement pair. Autrement dit, un polynéme de R[X] de degré impair a toujours au moins
une racine réelle.

Létude des polynomes irréductibles de Q[X] est hors programme, mais il faut savoir qu’il en existe de
n’'importe quel degré.
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9 Algebres

Dans ce paragraphe comme dans le précédent, K est un sous-corps de C, le plus souvent R ou C.

5.1. Structure d'algebre

Définition 2.35. Algébre sur un corps

On appelle algebre sur le corps K ou K-algebre un ensemble .¢7 muni de deux lois internes
notées + et x et d'une loi externe de multiplication par les éléments de K, notée -, telles que :
e (.¢/,+,-) est un K-espace vectoriel;
e (.&/,+,x) est un anneau; son élément unité est noté 1, ;
* V(x,y)eA® V(a,B)eK?, (a-x)x(B-y) = (aBf)-(x x y).
Si, de plus, x est commutative, on dit que l'algébre est commutative.

Exemples

¢ Le R-espace vectoriel C est une R-algebre.

* Si E estun K-espace vectoriel, 'ensemble de ses endomorphismes Z(E) est une K-algebre
pour la composition des applications. Son élément unité est Id ;.

e L'ensemble des matrices carrées .Z,(K) est une K-algebre, d’élément unité I,,.

¢ L'ensemble des polynémes K[X] est une K-algebre, dont I’élément unité est le polyndme
constant 1.

e L'ensemble des applications d'un ensemble X quelconque dans K, Z(X,K) est une
K-algebre, dont I’élément unité est la fonction constante égale a 1.

5.2. Sous-algébre

Définition 2.36. Sous-algébre

Soit ./ une K-algebre. On appelle sous-algebre de .«/ une partie 8 de ./ qui est a la fois un
sous-espace vectoriel et un sous-anneau de .¢/.

p Proposition 2.37. Caractérisation d'une sous-algébre

Soit .¢/ une K-algebre. Une partie 2 de ./ est une sous-algebre de ./ si et seulement si :

° 1'276%,
o Y(a,B)eK? V(x,y)e B2, ax+py<c B;
o V(x,y)e B? xxyecAB.

Démonstration

11 suffit de cumuler les caractérisations d'un sous-espace vectoriel et d'un sous-anneau. On remarque que
la condition %8 # @ est satisfaite par la premiere hypothese et que la condition V(x,y) € 8%, x—y € B
est un cas particulier de la seconde, aveca=1et f =—1. [ ]
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Exemples

* R est une sous-algebre de la R-algebre C.

* Si E est un K-espace vectoriel, I'ensemble des homothéties kId; est une sous-algebre
de Z(E).

* L'ensemble des matrices diagonales de taille n est une sous-algebre de ./#,(K).

¢ L'ensemble des polyndmes pairs est une sous-algebre de K[ X].

* Lensemble des applications continues d'un intervalle I de R dans K est une sous-algebre
de K.

5.3. Morphismes d'algebres

Définition 2.38. Morphisme d'algébres

Soit ./ et .¢/’ deux K-algébres. On appelle morphisme de .o/ dans .e/’ une application f de
.a/ dans .¢/’ qui est a la fois un morphisme d'espaces vectoriels (c'est-a-dire linéaire) et un
morphisme d'anneaux, c'est-a-dire telle que :

s fy)=1gy;

* V(@ p)eK? V(x,y)€ o> flax+By)=af(x)+Bf(y);

* V(x,y)e.a? flxxy)=f(x)x f(y).

Exemples
e Lapplication (u,,),ey liI&l u,, est un morphisme de la R-algebre des suites réelles conver-
nel
gentes dans 'algebre R.

e Lapplication f — f(0) est un morphisme de la R-algebre des fonctions de R dans R, dans
l'algebre R.

5.4. Substitution de I'indéterminée d'un polynéme
par un élément d'une algébre

n
Soit P = Y a, X* un polynome a coefficients dans K. Rappelons que X n'est rien d’autre qu'un poly-
k=0

ndme particulier, appelé indéterminée de K[ X]. On peut lui substituer un élément x d'un ensemble E, a
condition de disposer d'une :

e multiplication interne dans E, pour définir x* pour tout k € N;

e multiplication externe par les éléments de K, pour définir a, x*;

¢ addition interne dans E, pour ajouter les termes précédents.

Ces conditions sont réalisées si E est une K -algebre.

Définition 2.39. Substitution de I'indéterminée d'un polynome

Soit .¢/ une K-algébre. On appelle substitution I'application (P, x) —P(x) de K[X] X .¢/ dans

n n

.o/ définie de la facon suivante : si P = > a; XF et x € .o/, alors P(x) = Y. ayx* avec la
k=0 k=0

convention x°=1_,.
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Exemple
SiP=X2—X+2€R[X]:
e pourieC, P(i)=1—ieC;

o pourA:((l) })e/ﬂz(R), P(A):AZ—A+212=(
e pour X2eR[X], P(X?)=X*"—X?>+2€eR[X].

2 1

0 2) € M,(R);

p Proposition 2.40. Polynémes annulateurs; polynome minimal

Soit .¢/ une K-algébre et x € .¢/. L'application P —P(x) est un morphisme d'algébres de K[X]
dans .¢/. Le noyau de ce morphisme est un idéal de K[X], appelé idéal des polyn6mes annu-
lateurs de x. Comme K[X] est principal, cet idéal est engendré par un seul élément. Si cet
élément est non nul, il est unique si on le choisit unitaire, donc appelé polynéme minimal de x.

Conseils méthodologiques

Exemples
e Lélément i de la R-algebre C a pour polyndme minimal X2 + 1.
e ['élément ((1) }) de la R-algebre ./#,(R) a pour polyndme minimal (X —1).

¢ Soit E un espace vectoriel. Un projecteur p de .Z(E), non nul et distinct de Id;, admet pour
polyndme minimal X2 — X.
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Idéal d'un anneau commutatif

Soit A un anneau commutatif.

e Unidéal de A est un sous-groupe de (A,+) stable par multiplication par un élément quelconque
de A.

e |'intersection et la somme de deux idéaux de A sont des idéaux de A.

e |'idéal engendré par un élément x de A est I'ensemble noté x A des éléments de A de la forme
xa,ou a € A. Cest le plus petit idéal de A contenant x.

e Un idéal de A est dit principal s'il est engendré par un seul élément. L'anneau A est dit principal
s'il est intégre et si tous ses idéaux sont principaux.

Arithmétique dans Z

e |'anneau Z est principal; tout sous-groupe de Z est principal.

e Le PGCD (resp. PPCM) d'une famille finie d'entiers est le générateurs de la somme (resp. l'inter-
section) des idéaux engendrés par les éléments de cette famille.

e Les entiers d'une famille finie sont premiers entre eux si leur PGCD est 1.

e Théoréme de Bezout : les entiers (x,,..., x,,) sont premiers entre eux si et seulement si il existe
des entiers relatifs (u,,..., u,) telsque : x,u; +-+-+ x,u, =1.

Anneau Z/nZ

e (Z/nZ,+,x) est un anneau commutatif.

o L'élément k de cet anneau est inversible si et seulement si k An=1.
e L'anneau Z/pZ est un corps si et seulement si I'entier p est premier.

e Théoréme chinois : si n et m sont deux entiers premiers entre eux, les anneaux Z/nZz x Z/ mZ
et Z/nmZ sont isomorphes.

e L'indicatrice d'Euler d'un entier n € N* est le nombre ¢(n) d'entiers de [1, n]] premiers avec n.
C'est donc le nombre d'éléments générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+) ou d'éléments inver-
sibles de I'anneau (Z/nZ,+, x).

e Sin et m sont deux entiers premiers entre eux, p(nm)=¢(n)p(m).

e Siles diviseurs premiers de n sont (py, ..., p;), alors p(n)=n(1— %)(1 - %)
e Théoréme d'Euler : soit n € N*, Pour tout entier a premier avec n, a*™ =1[n].

e Théoreme de Fermat : si p est un nombre premier, alors pour tout entier a : a? = a [p].
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e |'anneau K[X] est principal.

e Les notions d'arithmétique (PGCD, PPCM, éléments premiers entre eux, théoréme de Bezout)
s'étendent de Z a K[ X].

e Un polynéme de K[ X] est dit irréductible s'il est non constant et si ses seuls diviseurs sont les po-
lynémes qui lui sont associés et les polynémes constants. ¢ Théoreme de d’Alembert Gauss : tout
polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C. e Les seuls polynémes irré-
ductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1. Tout polyndme non constant de C[X] est scindé.

e Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polyn6mes de degré 1 et les polyndmes de degré 2
a discriminant strictement négatif.

e Une K-algebre A est a la fois un K-espace vectoriel et un anneau avec la relation :

Y(x,y)eA? V(a, B)eK?, ( x(B-y) = (aB)-(x x y).
e Une sous-algebre de A est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.

e Un morphisme d'algebres est a la fois un morphisme d'espaces vectoriels (=linéaire) et un mor-
phisme d'anneaux.

e Si Aestune algébre et x € A, un polynéme P est annulateur de x si P(x)= 0. L'ensemble des
polynémes annulateurs de x est un idéal de K[X]. Si cet idéal est engendré par un polynéme non
nul, ce polyn6me (unique si unitaire) est appelé polyndme minimal de x.

of g;b o)

IIIF
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Méthode 1: Idéal d'un anneau commutatif

» Pour montrer qu'une partie d'un anneau commutatif est un idéal, vous pouvez démontrer que :
e c’est un sous-groupe pour l'addition et il est stable par la multiplication par un élément quel-
conque de 'anneau;
¢ c'est I'image réciproque d'un idéal par un morphisme d’anneaux (en particulier, le noyau de ce
morphisme);
* c’'est!'image directe d'un idéal par un morphisme surjectif d’anneaux.
» Pour montrer qu'un anneau A est principal, vous pouvez :
¢ démontrer que A est integre et que tout idéal de A est I'ensemble des multiples d’'un élément
donné;
e trouver un isomorphisme entre A et Z ou K[ X].

Application de la méthode : voir les exercices 1, 2, 3.

Méthode 2: Calcul dans Z/nZ

» Pour montrer que la classe d'un entier k modulo 7 est inversible dans Z/nZ, démontrez que k est
premier avec n.

» Pour trouver I'inverse de k, utilisez 'algorithme d’Euclide pour calculer les coefficients de I'égalité de
Bezout entre k et n.

» Pour calculer I'indicatrice d’Euler d'un entier n, comptez les entiers de 1 a n qui sont premiers avec 7,

ou utilisez la formule : | | |
=i )=5)--3)
P P2 Pk

ou(py, po,---, pi) sont les diviseurs premiers de I'entier 7.

» Dans des questions de congruences, pensez aux théoréemes suivants :
e théoreme chinois : si n A m =1, alors un systeme de congruences modulos 7 et m est équivalent a
une seule congruence modulo nm;
e théoreme d’Euler: si a An =1, alors a?" =1[n];
e petit théoreme de Fermat : si p est premier, alors a” = a [p] pour tout a€Z.

Application de la méthode : voir les exercices 4, 5, A, B, E.

55



Mathématiques MP-MP*-MPI-MPI*

Méthode 3 : Calcul dans I'anneau K[ X]

(K est un sous-corps de C.)
» Pour calculer le PGCD de deux polynomes, utilisez I’algorithme d’Euclide.

» Pour montrer qu'un polyndme P de K[X] est irréductible :
¢ si K=C, montrez que P est de degré 1;
¢ siK=RR, montrez que P est de degré 1, ou de degré 2 avec un discriminant strictement négatif;
e les autres cas sont difficiles et hors programme (par exemple, K = Q).

» Pour décomposer un polynéme P de K[X] en produit de facteurs irréductibles, avec K égal a R ou C,
cherchez les racines complexes de P (il n'y a pas de méthode systématique).

Application de la méthode : voir les exercices 7, F.

Méthode 4 : Structure d'algebre

» Pour montrer qu'une partie d'une algebre .</ est une sous-algebre de ./, montrez que c’est un sous-
espace vectoriel et un sous-anneau de .</.

» Pour montrer que P est le polyndme minimal d'un élément a d’une algebre, montrez que P(a)=0 et
que, pour tout diviseur Q de P non associé a P, Q(a) #0.

Application de la méthode : voir les exercices 6, F.
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Vrai ou Faux

Vrai  Faux

a) Lensemble des fonctions de R dans R s’annulant en 0 est un idéal de O O
I’anneau de toutes les fonctions de R dans R.

b) Lensemble des fonctions dérivables de R dans R dont la dérivée s’annule ] O
en 0 est un idéal de I'anneau de toutes les fonctions dérivables de R dans R.

c) Soit Aun anneau commutatif. A est le seul sous-anneau de A qui est aussi m| O
un idéal de A.

d) Lanneau Z? est integre.

e) LesanneauxZ/8Z x Z/10Z et Z/80Z sont isomorphes.

f) 6 estinversible dans 'anneau Z/25Z.

g) Pourtout(p,q)eN?, p(pg)=@(p)p(q).

h) Deux polyndmes qui n’ont pas de racine commune sont premiers entre eux.

i) Lepolynome X°® +1 est irréductible dans R[X].

Oo|jo|o|o|o|o|fo
Oo|o|o|O0|O|O|(0O

i) R estune sous-algebre de la C-algebre C.

Exercices d'application du chapitre 2

Si vous étes bloqué pour démarrer un exercice d’application, rendez-vous a la fin de la partie Exercices,
rubrique « Aides a la résolution des exercices ».

[ lO]®;

Soit A un anneau commutatif et M une partie de A. On appelle annulateur de M 'ensemble des éléments
a de A tels que am =0, pour tout m de M. Montrer que 'annulateur de M est un idéal de A.

[ ]6]@)

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On dit que I'idéal I est premier si pour tout (a, b) € A?,
abel = (acl)ou(bel).
1) Trouver les idéaux premiers de Z.
2) On construit I'anneau-quotient A/I comme on a construit dans le cours 'anneau Z/nZ. Montrer
que l'idéal I est premier si et seulement sil’anneau A/I est integre.
3) Montrer que, si f estun morphisme d’anneaux de A dans A’, 'image réciproque d'un idéal premier
de A’ est un idéal premier de A.

[ ]O]@)

Soit A un anneau commutatif. Un élément x de A est dit nilpotent s'il existe un entier naturel non nul n
tel que x" =0,.

1) Montrer que 'ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal de A.

2) Soit x€A. Montrer que, si x est nilpotent, alors 1, — x est inversible. Préciser son inverse.
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[ le]e)
k .
1) Soit n dontI'écriture en base 10 est donnée par n = b;10".
i=0
Donner une expressionde n mod 11 et en déduire que n est congru modulo 11 ala somme alternée
de ses chiffres (par exemple, 1234=4—-3+2—-1=2[11]).
2) Vérifier que 101 est un nombre premier et trouver un procédé similaire pour déterminer la classe
d’un entier modulo 101. Calculer 1234 mod 101, puis 2% mod 101.
[ 1 1@
On considere le groupe (G, x) des éléments inversibles de I'anneau Z/327Z.
1) Quel est le cardinal de G ? o
2) Quels sont les ordres des éléments 5 et 152
3) Trouver un groupe additif isomorphe a G.
[ Jole;
a b b
Pour tout (a, b) € R?, on définit la matrice M(a,b)=|b a b |.
b b a
1) Montrer que 'ensemble E des matrices M(a, b) est une sous-algebre de I'algebre .#;(R).
2) Trouver les éléments inversibles de I'algebre E.
[ 1 1@
Trouver I'ensemble des polyndomes P € C[X] tels que P(X?)=P(X—1)P(X +1).
L] ' L] L]
Exercices d'approfondissement du chapitre 2
Si vous étes bloqué pour démarrer un exercice d’approfondissement, rendez-vous a la fin de la partie
Exercices, rubrique «Aides a la résolution des exercices ».
[ 1 1@
Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et (G, x) le groupe des éléments inversibles de 'anneau Z/2"Z.
1) Quelestle cardinal de G ?
2) Démontrer que: 52" =211 +1 [27].
3) En déduire I'ordre de I’élément 5 dans le groupe G.
ee0 Théoréme de Wilson
1) Montrer qu'un entier p est premier si et seulement si (p —1)!=—1[p].
2) Soit p un nombre premier de la forme 47 + 1. Montrer que, dans Z/pZ: —1 = (Zn)lz.
[ 1 ]@)

1) Soit k un entier. Montrer que 'application f; : X —kx est un morphisme du groupe (Z/nZ,+) dans
lui-méme. A quelle condition ce morphisme est-il bijectif?
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2) On désigne par ((Z/nZ)*, x) le groupe des éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ,+, x) et par
(Aut(Z/nZ),0) le groupe des automorphismes du groupe (Z/nZ,+).
On considere I'application ¢ : k i f,. de (Z/nZ)y* dans Aut(Z/nZ). Montrer que  estun morphisme
du groupe ((Z/nZ)*,x) dans le groupe (Aut(Z/nZ),o). Déterminer son noyau et son image. Que
peut-on en déduire?

[ ] ]@)
On appelle entier triangulaire un entier naturel qui peut s’écrire sous la forme de la somme des 7 premiers
entiers strictement positifs :
n(n+1)
N =142+ tn=——"—.
Le but de I'exercice est de trouver I'ensemble des entiers qui sont a la fois triangulaires et carrés, c’est-a-
dire pour lesquels il existe deux entiers strictement positifs 7 et p tels que :
nn+1)
=——=r (1)
1) Soit (1, p) € N*? vérifiant I'équation (1). On pose : r =2n+1; s =2p. Montrer que :
rf—2s*=1. )
Cette équation est appelée équation de Pell-Fermat.
2) On considére I'ensemble Z[v/2] = {a + b+/2, (a, b) € Z?}.
a) Montrer que Z[+/2] est un anneau commutatif.
b) On désigne par G le groupe des éléments inversibles de cet anneau. Soit (a, b) € Z?. Montrer
que a+b+/2eG sietseulementsi a®>—2b? ==+1.
c) Soit(a,b)eN*?telque a+hb+v2€G.
i. Montrer que b <a <2b.
ii. On pose % = a, + bv2, avec (a,, b;) € Z*. Montrer que a, + b,v/2 € G et que
O<a;<a ; 0<bh<b.
iii. Montrer qu'il existe ¢ € N* tel que a+b+2=(1++2)7. Discuter la valeur de a>—2b? en
fonction de g.
3) En déduire I'ensemble des couples (7, s) € N*? vérifiant I'équation (2), puis I'ensemble des entiers
triangulaires carrés.
00
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3 et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On veut montrer que le groupe (Z/p" Z)* des éléments inversibles de 'anneau Z/p"Z est cyclique.

1) Montrer que, pour tout k € N*, (1+ p)”k =1[p**'et (1+ p)pk £1[p*+2].

2) En déduire I'ordre de la classe de 1+ p dans le groupe (Z/p" Z)*.

3) Onadmet que le groupe (Z/pZ)* est cyclique; soit x un entier tel que X soit un élément générateur
de ce groupe. Montrer que la classe de x dans (Z/p"Z)* a pour ordre un multiple de p—1. En déduire
qu’il existe dans ce groupe un élément y d’ordre p —1 et conclure.

00

Un réel a est dit algébrique s'il existe un polyndme P a coefficients entiers (relatifs) admettant a pour
racine.

1) Montrer que tout nombre rationnel est algébrique. La réciproque est-elle vraie?

2) Soit a un réel algébrique. Montrer que ’ensemble des polynomes a coefficients rationnels admet-
tant ¢ pour racine est un idéal de 'anneau Q[ X]. En déduire |'existence d'un polyndme Py a coef-
ficients entiers premiers entre eux dans leur ensemble, qui engendre cet idéal. Montrer que P, est
unique au signe pres. Celui qui a un coefficient dominant positif est appelé polynome minimal de a.
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3) Déterminer le polyn6me minimal de chacun des réels algébriques suivants :

V5+1
a=—-:;
2

a=VV3+v/2-VV3-V2; a=cos(2?ﬂ).

Principe du codage RSA
Soit p et g deux nombres premiers distincts. On pose n = pq.

1) Déterminer ¢(n), indicatrice d’Euler de n.

2) Soit x un entier compris entre 1 et n—1. Montrer, a I'aide du petit théoreme de Fermat, que p divise
x ou xP~1—1, et que ¢ divise x ou x97 1 —1.

3) Montrer que, quel que soit I'entier naturel k, x*#(*! est congru a x modulo 7.

4) Soit ¢ un entier premier avec ¢(n). Montrer qu’il existe un entier d tel que cd soit congru a
1 modulo ¢(n). En déduire que x°“ est congru a x modulo 7.

5) Ce qui précede constitue le principe du cryptage RSA : un destinataire désirant se faire envoyer des
messages cryptés diffuse librement une clé de codage c ; il conserve précieusement pour lui-méme
la clé de décodage correspondante d. Lexpéditeur d'un message doit le numériser sous forme d'un
entier x (opération facile a casser), puis calculer la classe de x¢ modulo rn, qui constituera le mes-
sage crypté y.

a) Comment le destinataire peut-il décrypter le message? Pourquoi est-il le seul & pouvoir le
faire?

b) Sur quoi repose la sécurité du systéme?

c) Exemple : On choisit p = 397, g = 457, ¢ = 1789. Calculer la clé de décodage d. Crypter
puis décrypter le message « RAS » (numérisé en représentant chaque lettre par son numéro
alphabétique).

Sujets de concours

Oral CCINP MP

Soit 6 R et neN*. Décomposer en produit de polyndmes irréductibles sur C[X], puis sur R[X], le poly-
nome: P=X*"—-2X"cos(n@)+1.

Oral Mines MP

Soit p un nombre premier impair et g un diviseur premier de 27 —1.
Montrer que g =1[2p].

Oral Centrale MP

Soit p et g deux entiers premiers entre eux.
On considere les polyndmes A=(1—X7)(1—X7) et B=(1—X"7)(1—X). Montrer que A divise B et que le
quotient Q = % est a coefficients entiers. Calculer Q(0) et Q(1).

Oral X MP

1) Soit P € Z[X], n € N*, m = P(n). Montrer que : Yk € Z, m|P(n+ km).
2) En déduire qu’il n’existe aucun polynéme P a coefficients entiers non constant tel que, pour tout
entier n € Z, P(n) soit un nombre premier.
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000 Oral X MP

Soit P € Z[X] un polynéme a coefficients entiers et @ € Z une racine entiere de P.
1) On sait qu'il existe un polyndéme Q € Q[X] tel que P(X)=(X —a)Q(X).
Montrer que Q € Z[X].
2) En déduire que si x € Z est un entier non racine de P, alors x —a divise P(x).
3) Donner une méthode pour trouver toutes les racines entieres de P.
4) Exemple : trouver les racines entiéres de P = X* —8X? +5X +6.

o0 Oral Centrale MP

Soit A un sous-anneau de Q.
1) Soit peZ et g €N*, premiers entre eux. Montrer que, si p/q € A, alors 1/q € A.
2) Soit I unidéal de A distinct de {0}. Montrer qu’il existe n€N* tel que INZ = nZ et qu'alors I = nA.
3) Soit p un nombre premier. On pose : Z, = {a/b; a€Z, b eN*, p A b = 1}. Montrer que, si x € Q*,
alors x ou 1/x appartienta Z,.
4) On suppose ici que, pour tout x €Q*, x ou 1/x appartient a A. On note I I'ensemble des éléments
non inversibles de A.
a) Montrer que I est unidéal de A.
b) Montrer que tout idéal strict de A est inclus dans I.
¢) Endéduire que A=Q ou A= Z, pour un certain nombre premier p.

oee Oral ENS Lyon MP

Soit A une R-algébre de dimension finie et intégre. On identifie R1, aR.
1) Montrer que A est un corps.
2) Montrer que pour tout x € 4, il existe (@, ) € R? tel que x> =ax +f.
3) Montrer que pour tout x € A, x2€R, = x €R.
4) Soit V ={x € A, x*> € R_}. Montrer que pour tout x € A, il existe un unique & € R tel que (x—&)€ V.
5) Soit (x,y)€ V?, (a,f)€R% Montrerque ax+py €R = ax+fy=0.
6) Montrer que V est un R-espace vectoriel, supplémentaire de R dans A.
7) On suppose que V # {0}. Montrer qu'il existe un élément v € V tel que v?> = —1. Quelle est la
dimension de V' 2 Celle de A?
8) Montrer que I'algebre A est isomorphe a R ou C.

(L1 Oral Centrale MP

n
Soit P = Z a X" un polyndéme de C[X], unitaire, admettant pour racines (1,, ..., 4,) (comptées avec leur
=0
ordre de multiplicité). On note :

IPI= el L(P)z(kaF); M(P)=] [max(1, 2.
k=0 k=0 k=1

1) Montrer que Yk<€[0,n], |a;l <(})M(P).

2) En déduire que L(P)<2"M(P).

3) Montrer que L(P)* = ﬁ f()zn |P(e??)2d6.

4) Endéduire que, si P =(X—A)Q, alors: L(P)= L((XX— 1)Q). En déduire une expression de L(P), en
distinguant les racines de module supérieur a 1 des autres.

5) Démontrer que : L(P)> M(P) (inégalité de Landau).
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ee0 Compilation de plusieurs sujets d'écrit CCINP et Centrale

Partie A : Anneaux Z[ /7]

Soit n un entier naturel qui n’est pas le carré d’'un entier. On désigne par Z[ /7] 'ensemble des nombres
réels de la forme a + b /7, ot a et b sont des entiers relatifs quelconques.

1) Montrer que I'application de Z? dans Z[v/7] : (a, b) —a + b v/ 7 est bijective.
2) Montrer que Z[/1] est un sous-anneau de R. Est-il intégre?
3) Montrer que I'application ¢ de Z[+/7] dans Z[y7] : a + by/n —a — b+/n est un automorphisme
involutif de Z[v/72].
4) Pour tout élément x de Z[4/n], on considére le produit N(x)= x¢(x).
a) Montrer que Vx €Z[yn], N(x)=0 < x=0.
b) Montrer que Y(x,y)€Z[vnl?, N(xy)=N(x)N(y).
5) Montrer que x élément de Z[+/n] est inversible dans Z[ /7] si et seulement si N (x)==1.

Partie B : Etude de 'anneau Z[ v/5]
On choisit dans cette partie n =5.

1) Donner quelques exemples d’éléments inversibles de 'anneau Z[+/5]. Démontrer qu’il en existe
une infinité.
2)  a) Démontrer qu'il n’existe pas d’entiers relatifs ¢ et d tels que ¢c?—5d? =42 (on pourra raison-
ner dans 'anneau Z/47Z).
b) En déduire que I'élément 2 est premier (ou irréductible) dans I'anneau Z[+/5], c’est-a-dire
que, s'il existe deux éléments x et y de Z[+/5] tels que x y =2, alors x ou y est inversible.
3) Soit I 'ensemble des éléments x = a + b+/5 de Z[+/5] tels que les entiers a et b soient de méme
parité. Démontrer que I est un idéal de 'anneau Z[+v/5].
4) Onsuppose quel'idéal I est engendré par un élément x. Il existe donc des éléments y et z de Z[+/5]
telsque 2 = x y et 1 + +/5 = xz. Trouver une contradiction. Que peut-on dire de I'anneau Z[+/5]?

Partie C : Anneau des entiers de Gauss

On appelle entier de Gauss un nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont des
entiers relatifs: u =a+ib,(a, b) € Z*. On désigne par Z[i] 'ensemble des entiers de Gauss.

1) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C. Est-il integre? Est-ce un corps?
2) a) Montrer que, pour tout u € Z[i], |u|?> est un entier naturel.
b) Montrer que u est inversible dans Z[i] si et seulement si |u| = 1.
c) En déduire 'ensemble des éléments inversibles de 'anneau Z[i]. Quel groupe connu
reconnait-on?
3) Etant donné deux éléments non nuls u et v de Z[i], on dit que u divise v (ou que v est un multiple
de u) s'il existe w € Z[i] telque: v =uw.
a) Montrer que, si u divise v dans Z[i], alors |u|? divise |v|> dans N.
b) 2+iet2—i sont-ils des diviseurs de 4 + 7i ? La réciproque de la question (a) est-elle vraie?
¢) Deux entiers de Gauss sont dits associés si chacun divise 1'autre. Montrer qu’il s’agit d'une
relation d’équivalence. Quelle est la classe d’équivalence d'un élément u=a +ib de Z[i]?
4)  a) Montrer que, pour tout nombre complexe z, il existe un entier de Gauss u tel que |z —u| < 1.
b) En déduire que, pour tout couple (u, v) € Z[i]?, avec v # 0, il existe un couple (¢, r) € Z[i]* tel
que u=vqg+ret|r|<|v|.
c) Le couple (g, r) est-il unique? Déterminer toutes les solutions (g, r) € Z[i]* pour u =1—i et
v=2i.
5) Montrer que I'anneau Z[i] est principal.
6) Un entier de Gauss u, non nul et non inversible, est dit premier (ou irréductible) s’il n'admet pas
d’autres diviseurs que les inversibles et les éléments qui lui sont associés.
a) Montrer que, si |u|* est premier dans N, alors u est premier dans Z[i].
b) Les entiers 2 et 3 sont-ils premiers dans Z[i]? La réciproque de la question a) est-elle vraie?
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Montrer que, si u =a+ib, avec a € Z*, b € Z*, est premier dans Z[i], alors |u|> = a® + b? est
premier dans N.

Montrer que la somme de deux carrés d’entiers naturels n’est jamais congrue a 3 modulo 4.
Montrer qu’un entier naturel congru a 3 modulo 4 premier dans N est premier dans Z[i].
On admet qu'un entier naturel congru a 1 modulo 4 premier dans N est toujours somme de
deux carrés d’entiers naturels; en déduire qu’il n’est pas premier dans Z[i].

Quel est 'ensemble des éléments premiers de Z[i]?

63




Mathématiques MP-MP*-MPI-MPI*

Exercices d'application du chapitre 2

Exercice 1. Vérifiez soigneusement toutes les conditions de la définition d'un idéal.
Exercice 2.
1) A quelle condition (n divise ab) implique (n divise a ou b)?

2) Traduisez la condition (l'idéal I est premier) en termes de classes d'équivalence dans A/I.

Exercice 3. Calculez, a I'aide de la formule du binéme, (x — )V, avec N suffisamment grand pour que tous
les termes soient nuls.

Exercice 4. Remarquez que 10=—1[11].

Exercice 5. L'ordre d'un élément x d'un groupe fini G est le plus petit diviseur d du cardinal du groupe tel que
xd = 1G'
Exercice 6.

1) Ecrivez M(a, b) sous la forme als+bJ.

2) Calculez le déterminant de M(a, b).

Exercice 7. Sile polyndme P n'est pas constant, envisagez |'une de ses racines ayant le plus grand module.

Exercices d'approfondissement du chapitre 2

Exercice A. Méme méthode que dans I'exercice 5. La deuxieme question se résout par récurrence.
Exercice B. Quelle est la classe modulo p du produit de toutes les classes inversibles?
Exercice C.

1) L'application f; est injective si et seulement si kx = 0 implique X =0.

2) Pour montrer la surjectivité de ¢, considérez un automorphisme f de Z/nZ et calculez go(z), ok = f.

ExerciceD. L'exercice est bien détaillé. Faites attention aux ensembles précis auxquels appartiennent chacune
des variables.
L'anneau Z[v/2] est un exemple d'anneau Z[ /7] faisant |'objet du probléme IX & |a fin de ce chapitre.

Exercice E. 1) Raisonnez par récurrence.
Exercice F. Siun réel a est racine d'un polynéme irréductible P de Z[X], P est le polynéme minimal de a.

Exercice G.
2) Pensez au théoréeme de Fermat.
3) Pensez alarécurrence.
4) < estinversible dans Z/¢(n)Z.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai.

b) Faux,si f/(0)=0, (fg)(0)= f(0)g(0).

¢) Vrai. Un idéal qui contient 1, est égal a A.

d) Faux. Par exemple, (1,0) x (0,1)=(0,0).

e) Faux. Par exemple, dans Z/8Z x Z/10Z, 40(x, y) est toujours nul, alors que dans Z/80Z, 40 x 1 # 0.

f) Vrai, car 6 et 25 sont premiers entre eux.

g) Faux. Il faut supposer p et g premiers entre eux.

h) Faux. Dans R[X], les polynomes (X —1)(X2+1) et (X + 1)(X?+ 1) n’ont pas de racine commune, mais
leur PGCD est X% + 1. La propriété est vraie pour des polyndomes scindés, donc en particulier dans C[X].
i) Faux, puisque deg(X®+1)>2.

j) Faux. R n’est pas stable par combinaisons linéaires a coefficients complexes.

Corrigés des exercices d'application

EXERCICE 1

Soit Ann(M) I'annulateur de M.

e Ann(M)# @, car 0, €Ann(M).

e Soit(a,b)eAnn(M)?. Si meM alors am =bm =0, d’ot (a— b)m =0,. Ainsi a — b € Ann(M).
Par conséquent (Ann(M), +) est un sous-groupe de (4, +).

e Soita €Ann(M)et x € A. SimeM alorsam =0, d’ott xam =0,. Ainsi xa € Ann(M).
Finalement Ann(M) est un idéal de A.

EXERCICE 2

1) Lidéal nZ del’anneau Z est premier si et seulement si ab € nZ implique a € Z et b € Z, c’est-a-dire n
divise a b implique n divise a ou b, ce qui caractérise un entier n premier.

2) Remarquons que a € I équivauta @ =0. Il s’ensuit que I'idéal I est premier si et seulement si dans A/ I
I'égalité ab = 0 implique @ = 0 ou b = 0. C’est la définition d’un anneau intégre.

3) Soit J un idéal premier de A’ et (a,b) € A? tel que ab € f~!(J). Par définition, f(ab) € J soit
f(a)f(b) € J. Par hypothese f(a) € J ou f(b) € J, cest-a-dire a € f~1(J) ou b € f~1(J). Ceci signifie
que f71(J) est un idéal premier.

EXERCICE 3

1) Soit 4 I'ensemble des éléments nilpotents de A.
e Tout d’abord A" # @, car 0, est nilpotent.
e Soit (x,y) € A? et (n,m)eN*? tel que x" = y™ =0,. Alors :

n+m—1

. n+m-—1 P

(x_y)n+m 1_ Z ( k )xk(_y) +m—1 k.
k=0
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Si k> n, alors x*=0,4;si k < n, alors n+m—1—k > m donc (—y)"*’"*lfk =0y.

Par conséquent (x — )1 =0, soit x — y € 4. Finalement (./#',+) est un sous-groupe de (A, +).
e Soitxe AN etaec A.llexiste neNtel que x” =0,.Alors (ax)" =a”x"=0,.Ainsiax € 4.

En conclusion .4 est un idéal de A.

2) Soit x€Atel que x" =0,. Par télescopage, il vient :

n—1 n—1 n
(lA—x)Zxk= xk—Zxk=1A—x”=1A.
k=0 k=0 k=1
n—1
De méme, (Z x’“)(lA— x)=1,4. Finalement, 1, — x est inversible et son inverse est :
k=0
n—1
(1,—x) =Zxk.
k=0

EXERCICE 4

k k

1) 10=11—1donc 10=—1[11]. Alors, n =Y b;10' = Y b;(—1)! [11].
i=0 i=0

2) Idemavec 100=101—1, donc 100=—1[101].

Prendre la somme alternée des chiffres deux par deux modulo 101. Par exemple :

1234=34—12=22 [101].
22 =4x1024x1024=4x14x14=56x 14=784=84—7=77[101].

EXERCICE 5

1) Les inversibles de Z/32Z sont les classes des entiers de 0 a 31 premiers avec 32, c’est-a-dire impairs.
Donc Card(G) = 16.

2) Lordre de 5 est un diviseur de 16, soit 2, 4,8 ou 16. Or5 =25=—7; 5 =49=17=—15; 5 =225 =1.
Lélément 5 est donc d’ordre 8. On trouve de méme que I'élément 15 est d’ordre 2.

3) Posons G’ =Z/27Z x Z/8Z et définissons ¢ : G' — G par ¢(a, b)= 15°5”. On vérifie que g est un mor-
phisme de groupes de (G’,+) dans (G, -).

Soit (@,b) € Ker ¢. Alors ¢(a,b) = 15°5" =1, dou 5 = 15 “. D'apres les calculs de 2), il vient
<5>n<15>={1},dot1a =0 et b =0. Le morphisme ¢ est ainsi injectif. Comme Card(G) = Card(G’), il
est bijectif. Les groupes (G, -) et (G’,+) sont isomorphes.

EXERCICE 6

0 1 1
1) Onpeut écrire: M(a,b)=al;+b], avec]:M(O,l)z(l 0 1).

1 1 0
Ainsi, E estle sous-espace vectoriel de .#;(R) engendré par la famille (I3, J). De plus, E contient la matrice
unité I;. Montrons que E est stable par multiplication :

Y(a,b,a’,b’)eR*, M(a,b)M(a’,b’) = (als+bJ)a'ls+b'J) = aa’ls+(ab’ +a’b)J+bb’J>.

2 1 1

OrJj?= (1 2 1) =2I3+J, qui appartient a E. Donc M(a,b)M(a’, b’) € E. E est bien une sous-algebre
1 1 2

de 7;(R).
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2) Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

a b b a b a+2b a b a+2b
det(M(a,b))=|b a bl|=|b a a+2b|=|b—a a-—b 0 |=(a+2b)b—a).
b b a b b a+2b 0 b—a 0

Les éléments inversibles de E sont les matrices M(a, b) telles que a # b et a #—2b.

EXERCICE 7

Supposons que le polynéme P ne soit pas constant. Lensemble de ses racines est alors fini et non vide.
L'ensemble des modules des racines est une partie finie non vide de R, qui possede donc un plus grand
élément M. Soit a une racine de P de module M. On a alors :

P((@+1)?) = P(@)P(a+2) = 0
P((a—l)z) = P(a—2)P(a) =0

Donc (¢+1)? et (@—1)? sont également racines de P. Il s’en suit qu’elles ont chacune un module inférieur
ouégalalal.or:(a+1)?—(a—1)*=4a,dou: 4|a| < |(a+ 1)2| + |(a— 1)2| < 2|al. On en déduit @ = 0, or dans
ce cas (¢ +1)>=a—1)* =1, ce qui contredit le fait que « soit la racine de plus grand module.

On a donc démontré par I'absurde que le polyndme P est constant. Si P(X) = C, alors C = C?, d’ou
C €{0,1} : le polynéme P est soit nul (il a une infinité de racines) soit égal a 1 (il n’a aucune racine).

Corrigés des exercices d'approfondissement

EXERCICE A

1) Lesinversibles de Z/2"Z sont les classes des entiers de 0 a 2" —1 qui sont premiers avec 2", c’est-a-dire
impairs. Il s’ensuit que Card(G) =2""1.

2) Récurrence :

e Pourn=3:5=22+1]8].

o Soit n>3tel que 52" =21 +1[2"].

n—: n-3\2
5 = (577 ) = (2" 1+ k2" =22 1 K22 42" 4 k2" 4 k22 = 2" 41 2],
3) Lordre de 5 est un diviseur de l'ordre de G ; il est donc de la forme 27 avec p < n— 1. La question
précédente fournit 52"~ # 1 [2"] ainsi que 52"~ = (52" )* = (2" + 1)? = 1 [2"]. Lordre de 5 est finalement
2n2,

EXERCICEB

1) Si(p—1)'=—1[p], alors p est premier avecl, 2, ..., p—1, donc p est un nombre premier. Réciproque-
ment, si p est premier, alors toutes les classes 1, 2, ..., (p — 1) sont inversibles dans Z/pZ.

Effectuons le produit de ces classes. Remarquons que pour tout x € Z/pZ, x> =1 équivaut a (x—1)(x+1) =
0; par intégrité de Z/pZ, on en déduit que seules deux classes sont leur propre inverse, 4 savoir 1 et (—1),
qui est aussi (p —1). Ainsi dans le produit 1---(p —1) on peut regrouper chaque classe avec son inverse,
sauf celles qui sont leur propre inverse. Le produit est donc égal a (@) )

2) Ici, dans Z/pZ, W:m[p]. Mais: (4n)l=1-2---(2n)(=2n) --- (—2)(-1)=(2n)! .
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EXERCICE C

D k(x+7y)= EY+E7 : fr estun morphisme. Il est bijectif si et seulement si k An =1.

2) (k) o(p(k’ = fr o fir = fir = @(kk’) : ¢ est un morphisme.

Ker ¢ = {k e(z/nz)* o= Id} {1} @ est 1n]ect1f

Soit f € Aut(Z/nZ). Posons k = f(1).11 Vlentf =f(1+1)=f(D)+ f(1)=2f(1) = 2k, puis par récurrence
pour tout X : f(X)=kx, d'olt f = f, = ). Le morphisme ¢ est surjectif.

Finalement les groupes ((Z/nZ)*, x) et (Aut(Z/ nZ),o) sont isomorphes.

EXERCICE D

1) Immédiat.

2) a) Il suffit de montrer que Z[+/2] est un sous-anneau de R.

b)Sia+b+v2eG,il existe (a’, b’) € Z? tel que : (a + bv/2)(a’ + b’+v/2) =1, c’est-a-dire :
aa’+2bb’'=1
ab’+a’b=0

On en déduit : (a — bv/2)(a’— b’+/2) =1, puis en multipliant membre 2 membre :
(a®*—2b*)(a”*—-2b")=1

Lentier relatif a> —2b? est inversible dans Z, d’ol1 : a? —2b? = £1.
Réciproquement :

o sia?—2b?=1,alors(a+bv2)a—bv2)=1,donca+bv2€G;
e sia?—2b?>=—1,alors (a+b+v2)—a+b+2)=1,donca+bv/2€G.

c) Soit (a,b)eN*? telque a +bv/2€G.
i. Distinguons deux cas :
e sia®?—2b? =1, alors a*— b?> = b>*+1 > 0, donc a > b; de plus a®>—4b?> = 1—2b?%; or b > 1 donc
a’—4b*<—-1<0eta<2b;
e sia?—2b?=—1,alors a>—b*=b*—1>0,donc a > b; de plus a®>—4b?> =—1—2b? <0, donc a < 2b.
ii. a+b V2= “1+b‘/[ (a+bV2)(V2—1)=@2b—a)+(a—b)v2. Dou:

a,=2b—a

by=a—b

a>—2b’ =(2b—aYf —2(a—b)* =—a®+2b* =+1.

Donc a, + b;+/2 € G. On aimmédiatement a, > 0 et b, > 0.
Deplus:a,—a=2b—-2a<0,dou:a,<a;etby—b=a—2b<0,dolu:b, <b.

iii. En réitérant le procédé, on obtient des suites d’entiers naturels (a;) décroissante et (b;) strictement
décroissante, donc finie. Il existe g € N* tel que b, =0. On a alors :

a,+b,v2=1, a, ,+b, V2=1+v2, a, ,+b, ,vV2=(1+v2f, jusqua a+bv2=(1+v2)".
On remarque que si g est pair, a>—2b? =1 et si g est impair, a>—2b? =—1.
3) Considérons (r,s) € N*? vérifiant 'équation (2) : r> —2s? = 1. D’apres ce qui précede, r +sv2 € G et
donc il existe g € N* tel que 7 + s+/2 = (1 + +/2)9. Réciproquement, si r + sv/2 = (1 4+ v/2)7, r2 —2s> =(—1)7;

le couple (1, s) € N*? vérifie I'équation (2) si et seulement si g est pair, de la forme 2k. Uensemble des
solutions de I'équation (2) est]’ensemble des couples (1, s) € N*? tels que r +s+/2 = (1++/2)%*, avec k € N*.
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On aalors r —sv/2=(1—+/2)%*, d'ol:

(1+ V2P*+(1—v2)%*
2

(L+ V2% —(1—v2)%*

2v2
Revenant aux entiers n et p, on obtient :
a0+ ﬁ)2k+511—«/§)2k—2
p= (1+ 20k —(1—2)?*
4v2

Lensemble des entiers triangulaires carrés est 'ensemble des entiers de la forme :

(a+ 2P —(1—v2pty

N=p*= , oukeN*,
32
Table des premieres valeurs :
k n p N
1 1 1 1
2 6 36
3 49 35 1225
4 288 204 41616
& 1681 1189 1413721
6 9800 6930 48024900
7 57121 40391 1631432881
8 | 332928 | 235416 | 55420693056

EXERCICEE

1) Récurrence : pour k =1, (1+ p)? =1+ p?+up?, qui est congru a 1 modulo p? et a 1 + p? modulo p3.
Soit k € N* tel que (1+ p)P* =1+ Ap**! avec A& pZ:

(1+p)pk+l :(1+)ka+1)p — 1+Apk+2+,upk+35 1 [pk+2].

2) (1+p)" " =1[p"let(1+p)*"* £1[p"]. Donclordre de 1+ p est p"'.
3) x apour ordre p—1 dans Z/pZ. On considere le morphisme de groupes (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* qui, ala
classe de x modulo p", associe sa classe modulo p. Lordre de x dans (Z/p"Z)* est un multiplede p—1:
q=r(p—1).Lélément y = x” est d’ordre p —1. Comme p —1 et p"~! sont premiers entre eux, 'ordre de
y(1+p)est(p—1)p" !, c’est-a-dire ¢(p) : le groupe (Z/p"Z)* est cyclique.

EXERCICE F

1) Sia= % avec (p, q) € ZxN*, il est racine du polyndéme g X —p, a coefficients entiers. Mais +/2 est racine

du polyndme X2 —2 et il n’est pas rationnel.

2) Lensemble des polynomes a coefficients rationnels admettant a pour racine est non vide (il contient le
polyndme nul), stable par soustraction et par multiplication par un polyndome quelconque a coefficients
rationnels : c’est un idéal de Q[ X]. Comme Q est un corps, 'anneau Q[ X] est principal, donc 'idéal trouvé
est engendré par un seul élément Q, € Q[ X ]. En multipliant par le dénominateur commun des coefficients
simplifiés de Q,, on obtient un polynéme annulateur P, a coefficients entiers premiers entre eux dans leur
ensemble. Il est unique a 'association pres, c’est-a-dire ici au signe pres.
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3) o a:@.Alorsazz@zoﬁl,d’ouﬂ):Xz—X—l.

o a=vVv3+v2—V/3— 2. Alors a* = 2+/3—2 donc (a*+2)? = 12 d'ot1 a* + 4a*> —8 = 0. Le polynome
Py=X*+4X?—8 estirréductible dans Z[X] : c’est le polyndme minimal de a.

e a=cos(0), avec O = 2?” Alors cos(50)=16cos® 0 —20cos® 8 +5cos 0 =1, d’ot1 16a° —20a® +5a¢—1=0.
Mais 16X° —20X%+5X —1=(X —1)(4X?+2X —1)?, dont les racines sont 1,cos Z et cos %. Le polynome
minimal de @ est P, =4X%+2X —1.

EXERCICE G

1) Comme pAq=1,ilvientp(n)=p(p)p(q)=(p—1)q—1).

2) D’apres le théoréme de Fermat, p divise x” — x = x(xP~! —1). Comme p est premier, il divise soit x,
soit x?~' —1. De méme, ¢ divise soit x soit x4 —1.

3) Récurrence; k =0 : évident. Soit k € N tel que x*?"* = x [n].

e Si x n’est divisible ni par p, ni par g, alors x?") = x(P~1(4=1 est congru a 1 modulo p et modulo ¢, donc
modulo pg. On a alors : x¥+¢0+ = x [pq].

* Si x est divisible par p, alors x"” est congru a 0 modulo p et a 1 modulo g, donc x* )¢+ est de
toutes facons congru a x modulo p et modulo g, donc modulo pgq.

4) Comme c A ¢(n) =1, ¢ est inversible dans Z/¢(n)Z : il existe d tel que cd = 1 [¢(n)], c’est-a-dire
cd = kp(n)+ 1. D’'apres la question précédente, x°¢ = x [n].

5) a) Sile destinataire recoit le message y, il retrouve le message initial : x = y [n]. Il est seul a connaitre
la clé de décodage d.

b) Pour calculer d, il faut inverser ¢ dans Z/y(n)Z, opération facile, a condition de connaitre p(n) et
donc de connaitre les nombres premiers p et g. Si n est un tres grand nombre (plusieurs centaines de
chiffres), sa décomposition en facteurs premiers est impossible en un temps raisonnable, méme pour un
ordinateur tres puissant.

¢) Ici, n=181429, p(n)=180576, d =9589. Pour x = 180119, on obtient y = x° [n] =91322, soit « IMV».
On retrouve bien x = y [n] = 180119, soit « RAS ».

Corrigés des sujets de concours

2ik —if

Rappelons que y” =1 équivauta y = e pour k €[[0,7—1]. En appliquanta y = x/e’® et y = x/e ¢,
on en déduit : =l =l

P=(X"—em0)\(X"—ein0)= X — i(0+252) X — —i(0+%%) .
(e)(e)];!(e)l;!(e)
P:ﬁ(XZ—ZXcos(H-i-ZkTﬂ)-H).
k=0

On sait que g estimpair, donc g =1 [2]. Il suffit de prouver que g =1 [p] pour conclure grace au théoréme
chinois, puisque p A2=1.

Comme 2” = 1 [q], 'ordre de 2 dans le groupe (Z/qZ)* est un diviseur de p. Comme ce n’est pas 1, c’est
p. Or cet ordre divise le cardinal du groupe, qui est ¢ —1: p divise g —1, c’est-a-dire g =1 [p].
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1— X7 et1—X9divisent 1 —X"”7; or (1—X?)A(1—X9)=1—X, d'ou A divise B.

q—1
> x
B (1-XPN1-X) =
A~ (1-XP)1—X7) 4! .
X
k=0

Le numérateur et le dénominateur ayant des coefficients entiers, et le dénominateur étant unitaire, le
quotient est a coefficients entiers.
On obtient facilement Q(0)=Q(1)=1.

1) Pour tout p € N: (n+ km)P = n?P [m]. Donc, pour tout polynéme P € Z[X] : P(n + km) est congru a
P(n) modulo m; en d’autres termes si m = P(n), alors P(n+ km)=0[m].

2) Soit P un polynéme de Z[X] tel que, pour tout n € Z, P(n) soit un nombre premier. Pour tout k € Z,
P(n)|P(n+ km). Pour k assez grand, on a P(n) # P(n + km) (cette derniére quantité tendant vers 'infini
puisque P n’est pas constant) ; donclarelation P(n)|P(n+km)avec P(n) et P(n+km) premiers implique
P(n) = P(m + km) dés que k est grand. Le polyndme P — m admet une infinité de racines : il est nul;
finalement P est constant.

n n—1
1) Posons: P=> a; X*etQ= > b X*. Del'égalité P(X)=(X —a)Q(X), on tire:
k=0 =0

n bn—l
bn72 - abnfl

a,_ = b,__1—ab,_, pourtoutke[l,n—1].

a, =by—ab

Montrons par récurrence que pour tout k €[1, n]), b,_; € Z.

e Pour k=1, b, ,=a,<cZ.

e Soitke[1,n—1] tel que b, €Z.Alors, b,__, =a,_+ab,_ €Z.

Ainsi, tous les coefficients du polyndéme Q sont des entiers relatifs : Q € Z[ X].

2) Pourtout x €Z, Q(x)€ Z et P(x)=(x —a)Q(x), donc si P(x)#0, alors x —a divise P(x).

3) En choisissant un entier x non racine de P, I'entier P(x) n’a qu'un nombre fini de diviseurs d; dans Z.
Les racines entieres de P sont a chercher parmi les valeurs x — d;. La méthode est d’autant plus rapide
que P(x) a peu de diviseurs.

4) Exemple:pour P = X*—8X%+5X+6,0ona P(—1)=—6, quia8 diviseursdans Z: {1,2,3,6,—1,—2,—3,—6},
mais P(1) = 4, qui n’a que 6 diviseurs : {d;} = {1,2,4,—1,—2,—4}, d’ou les valeurs possibles des racines
entieresde P : {1—d;} ={-3,—1,0,2,3,5}, parmi lesquelles seules —3 et 2 sont effectivement racines de P.
Lensemble des racines entiéres de P = X* —8X?+5X +6 est {—3,2}.
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1) D’apres le théoreme de Bezout, il existe (u, v)€Z? tel que up + vg =1, d’ou u% +v=21 Dune part,

1€ Adonc|v|=1+:--+1€ A (ceci prouve au passage que tout sous-anneau A de Q contient Z) puis v € A.

D’autre part par hypothese % € Aimplique Iulg = g oo g € A puis u’g € A. 1l s’ensuit que % cA.

2) INZestunidéal de Z, donc de la forme nZ. Comme I # {0}, il existe q < I non nul.

Alors q% =p e, d ol p € nZ. D’apres la question précédente, % € A, donc g € nA. On a montré que
I c nA. Réciproquement, n € I, donc nA cC I. En définitive, I = nA.

3) Z, estun sous-anneau de Q. Soit x = % avecacZ*, beN*etaAb =1.Sip ne divise pas b, alors il est

premier avec b et donc x € Z),. Si p divise b, il ne divise pas a et, de méme, % €Z,.
4) a) e0€cl,doncl+#@.
e Si I ={0}, c’est un idéal de A. Supposons maintenant que I # {0}. Soit x et y dans I non nuls, prouvons
que x — y est dans I. Remarquons que par hypothése x et y ne sont pas inversibles dans A, néanmoins
étant non nuls ils sont inversibles dans Q : x™! et y~! existent mais sont des éléments de Q¥, pas de A.
Supposons que x — y soit inversible dans A : il existe z€ Atel que (x —y)z =1.0Ona: xz—yz =1,
dotz—xlyz=x"'et y"lxz—z=y!. Onsait, d’aprés 'hypothese, que x~'y ou y~' x appartient a A.
Puisque z € A, on en déduit que x ' =z—x'yz ou y! = y~lxz —z appartient a A, c’est-a-dire que x
ou y est inversible dans A, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc x — y n’est pas inversible dans A : il
appartient a I, qui est donc un sous-groupe de (4, +).
e Soit ac A et xel. Supposons que a x soit inversible dans A : il existe z € A tel que zax = 1. Comme z et
a sontdans A, za € A et, par conséquent, x est inversible dans A, ce qui est contraire a ’hypothése. Donc
ax n'est pas inversible dans A : il appartient a I, qui est donc un idéal de A.

1

b) Soit J unidéal de A. Si un élément x de J est inversible dans A, alors x x & =1 € J, par conséquent
J = A. Tout idéal strict de A est donc inclus dans I.

¢) Si I = {0}, alors pour tout x € Q*, x ou x! appartient a A et est inversible dans A; donc x et x7!
appartiennent tous deux a A, donc A=Q.

Si I # {0}, d’apres le résultat de la question 2), il existe n €N* tel que I = nA. Si n =1, alors I = A, ce qui
est absurde, car 1 ¢ I. Donc n > 2. Supposons que n = n,; n, avec (n;, n,) € [2, n —1]?>. Comme n n’est pas
inversible dans A, I'un au moins des entiers 7, ou n, n’est pas inversible dans A. Supposons, par exemple,
que n, € I.Alors n, Aestunidéal strictde A, doncinclusdans I : n,Ac I.Deplus, I = nA C n, Apuisque n,
divise n. En définitive, I = n, A. On peut réitérer ce procédé jusqu’a trouver un entier p, diviseur premier
de n, tel que I = p A. Il reste a montrer que A= Z,.

e Soit x = % € Aavec a Ab = 1. D’apres le résultat de la question 1), % € A. Si p divise b, alors b € 1,

c’est-a-dire que b n’est pas inversible dans A, ce qui contredit la phrase précédente. Donc p ne divise pas

b ; comme il est premier, il est premier avec b. Par définition, x € Z,. On a montré que AC Z,,.

e Réciproquement, soit x € Z,. 1l vient x = % avec p A b = 1. Supposons que x ¢ A. Alors x # 0 et

= g € A. Comme % n'est pas inversible dans A, % € [ = pA. 1l existe % € Aavec c Ad =1 tel que

S

a= p%. On a bd = pac, donc p divise bd ; étant premier avec b, il divise d. Cela signifie que d n’est

pas inversible dans A : % ¢ A. Or % € A, en contradiction avec le résultat de la question 1). Donc x € A.
On a montré que Z, C A et finalement A=Z,.

1) Aestunanneau integre, donc commutatif. Soit x un élément non nul de A. Lapplication f de A dans
A: y —xy estlinéaire. Comme A est integre, Ker f = {0} : f est injective et comme A est de dimension
finie, elle est surjective. Il existe donc un élément y de A tel que x y = 1,, c’est-a-dire que x est inversible.
A est un corps.
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2) Soitx € Aetl, ={P eR[X], P(x)=0}. I, estunidéal de R[X]. Si n = dim(A), la famille (1,4, x, x>,..., x")
n
est liée, il existe donc un (n + 1)-uplet non nul de réels (a,, ..., @, ) tel que Z a,x* =0, autrement dit un

k=0
polynéme P non nul tel que P(x)= 0. Donc I, # {0}. Lanneau R[X] étant principal, I, est engendré par
un polynéme unitaire P,. Supposons qu'il existe des polynd6mes non constants Q et R, tels que Py = QyR,.
On a alors Py(x) = Qy(x)Ry(x) = 0 donc, comme A est integre, Qy(x) = 0 ou Ry(x) =0, ce qui contredit la
définition de P,. Ainsi, le polyndme P, est irréductible dans R[X] : il est de degré inférieur ou égal a 2. S’il
est de degré 1, x est réel; on peut choisir @ = 0 et § = x2. S’il est de degré 2, il existe (@, ) € R? tel que
Pp=X?—aX—f,doux*—ax—p=0.

3) Démontrons la contraposée de I'implication demandée, c’est-a-dire : (x €R) = (x2¢R,).
Soit x € A tel que x ¢ R. Le polyndme X?>—aX — § étant irréductible sur R, son discriminant A = @ + 43
est strictement négatif, d’'ott  <0.Si x* €R,, ax = x*— B €R*, donca #0 et x = é(x2 — ) est réel, en
contradiction avec 'hypothese. On a montré que (x ¢ R) implique (x? ¢ R,), soit, en contraposant, que
(x?eR,) implique (x €R).
4) PourtoutxeAetEeR:
(x—&EP=x"—2Ex+E=ax+PB—2Ex+E =(a—2&E)x + B + &2
Supposons que x —& € V, c'est-a-dire (x — &)’ =y eR_, d'ou(@—2&)x=y—B—E>€R.
B =F2

Sia—2&#0,alors x = Taﬂ—iz{' qui est réel. Alors (x —&)? € R_ n’est possible que si x = &.
Dans tous les cas, il n’existe donc qu'une seule valeur possible de £ pourlaquelle x —& € V : £ = x si x est
réel; & = % sinon.
Réciproquement, ces valeurs conviennent:si x €R, (x —x)>=0€R_ etsi x ¢R:

a a? a® A

(x—=F=x"—ax+—=f+—=—€cR._.
2 4 4 4

5) Soit (x,y)€ V? et (a, ) € R?. Supposons que ax + Sy =y €R. Alors:

{ ax*+Pfxy=yx doil - { a’x*+afxy=ayx
axy+py*=ry apxy+p’y*=Ppry

En retranchant membre & membre : a¢?x?>—f2y*=y(ax—py).

Supposons 7 # 0.

2,2 32,2 4 a’x*—p2y?
Comme a“x*—f3°y*estréel, ax—py = — =6<R.
N’oublions pas que ax + 3y =y. Par addition, il en résulte 2ax =y+6 €R. Puis si @ # 0, on obtient x € R.
Mais x € V donc x?€R_, d’ou x =0.

De méme, par soustraction, il vient 28y =y —6 €R. Puis si  #0, on obtient y € R, d’oli comme aupara-
vant y =0.

Mais x = y =0 implique y =0, en contradiction avec I’hypotheése.

En définitive, y=ax+ By =0.

6) Toutd’abord 0 € V, donc V # @. Montrons maintenant que V est stable par combinaison linéaire. Soit
(x,y)e V2 (a,B)eR?.

(ax+ByP=c?x*+2aBxy+p*y>
On sait que a?x? et 32 y? sont réels. De plus : (2af xy)? = 4a?32x?y?, qui est réel positif. On en déduit
d’apres le résultat de la question 2) que 2af x y est réel. Ainsi (ax + 8 y)? est réel. Deux cas se présentent :
e (ax+py) eR, : d’apres le résultat de la question 2), ax + fy € R et d’apres celui de la question 4),
ax+ By =0, quiest bien élémentde V;
e (ax+By)? €R_, ce quisignifie précisément que ax +  y est élémentde V.
Dans les deux cas, ax + 3y € V. Ainsi V est stable par combinaison linéaire.
On a bien montré que V est un sous-espace vectoriel de A.
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Le résultat de la question 3) prouve que pour tout x € 4, il existe un unique réel & telque x —E=v eV,
c’est-a-dire x =& + v, donc A=R @& V. D’ailleurs, il est évident que RNV ={0}.

7) Soit x € V\{0}. On a x> = f3, avec 8 € R*. Alors ( 2 )2 = —1. Il existe bien dans V des éléments de
carré (—1). V=P

Pourtout x € V, x2= B =—fv?, avec f € R_. D’ol1 (x — /=B v)(x ++/—Bv) = 0 (grice ala commutativité
de A, voir remarque in fine) et, comme A est intégre, x = v/—fv ou x = —/—B v. Dans les deux cas,
x € Vect(v). Doncl’espace vectoriel V est de dimension 1, engendré par v. Comme A=R& V, dim(A) =2.

8 Si V = {0}, alors A = R. Si V # {0}, considérons l'application ¢ de C dans A définie par
p(z) = Re(z) +Im(z)v. Il est clair que ¢ est un morphisme de C dans A. Soit z = a + ib € Ker ¢, avec
(a,b)eR%* yp(z)=a+bv=0.Comme A=Ra& V,a=>b=0,donc z=0.Ker ¢ ={0}, donc ¢ est injective.
Comme dimg(C)=dim(A) =2, ¢ est surjective. C'est un isomorphisme de C dans A.

Conclusion : toute R-algebre de dimension finie unitaire et integre (donc commutative) est isomorphe a
RouC.

Remarque: sil’'on n'impose plus a A d’étre commutative, tout en excluant les diviseurs de zéro, le résul-
tat ne s’applique plus. Par exemple, le corps gauche des quaternions est une R-algebre de dimension 4,
unitaire et sans diviseurs de zéro, qui n’est bien stir isomorphe ni a R ni a C. Le fait de devoir abandonner
la commutativité pour créer une telle algebre de dimension s : : :
strictement supérieure a 2 est la grande découverte du mathé-
maticien irlandais Sir William Rowan Hamilton en 1843. Il ima-
gina 3 éléments linéairement indépendants de V vérifiant :
i2=j2=k*=ijk=—1;
ij=—ji=k; jk=—kj=i;ki=—ik=j.

Excité par I’émergence brutale de cette idée alors qu'’il longeait
le Royal Canal a Dublin, il grava ces formules sur une pierre du
pont de Brougham. Cette gravure, disparue depuis, a été rem-
placée par une plaque commémorative.

SUJET VIII

1) D’apres la relation coefficients-racines, on sait que |ay| est égal a la somme des produits A; ---4; , o1
p=n—k.llya (Z) tels termes, chacun inférieur a M(P). D’ou le résultat.

n n 2 n 2
2) L(P) = kzza‘ a2 < M(P)ZZ(Z) < M(PY (Z(Z)) = M(P)22?", d’ot1 la formule.

k=0 k=0
3)
2 2T n n
f |P(e")d6 = f > e ae " do
0 0 k=0 =0
2T n n 2m
= f Z a;ae 49 :Zm,ﬁf d6 =2nL(P).
0 k(=0 k=0 0

21
4) L(P)2=L((X—/I)Q)2=%f le® —2["|Q(e™)[*dd. Or:
0

ieie —7L| = |1—7Le’i9| = |ze"9 — 1|.
Désignons par (44,...,A,)lesracines de P de module strictement supérieura 1 et (A, ..., A,) celles dont
le module est inférieur ou égal a 1. En itérant le calcul précédent, on obtient :

L(P)= L{(A X — 1)+ (Ap X = 1)(X —Apya)--+(X —24p)).
5) Le coefficient dominant de ce nouveau polynéme a pour module M (p). Donc L(P)> M(P).
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Partie A : Anneaux Z[ 4/ 7]

1) Lapplication de Z? dans Z[y/7]: (a, b) —a + b /1 est surjective par définition. Elle est injective parce
que V71 €Q.

2) Z[+/n] contient le réel 1; il est stable par soustraction et multiplication : c’est un sous-anneau de R.
Tout sous-anneau d'un corps commutatif est integre.

3) p(1)=1;si(x,y)eZ[i]alors p(x —y)=@(x)—p(y) et p(xy) = p(x)p(y): c’est un morphisme d’an-
neaux. Il est clairement bijectif et égal a sa bijection réciproque : c’est un automorphisme involutif de
VARADR

4) a) Pourtout x € Z[i], xp(x)=0 = x =0o0u ¢(x)=0, ce qui revienta x =0.

b) N(xy)=xyp(xy)=xp(x)yp(y)=NxN(y).

5) A-5. Soit x un élément inversible de Z[y/7] : xx~' = 1, d’'out N(x)N(x~') = 1; N(x) est un élément
inversible de 'anneau Z : N(x)=£1. Réciproquement, si N(x)=1 alors x¢(x) =1, donc x est inversible

et x~' = p(x); de méme, si N(x)=—1, alors x™' = —¢p(x).

Partie B : Etude de Panneau Z[ /5]

1) D’apres la question précédente, x = a + b+/5 est inversible dans Z[v5] si et seulement si
N(x)=a?—5b?==1.Parexemple: 1, —1, 2+ /5, 2— /5, 9+4+/5, 9—4+/5 sont inversibles.

On remarque que, pour tout 7 €N, N((2+ +/5)") = N(2 + +/5)" = (—1)"; ainsi (2 + +/5)" est inversible. Or
2++/5> 1, donc la suite de ses puissances est strictement croissante : elle prend une infinité de valeurs.
Par exemple :

(24++v572=94+4v5; (2++4/5°=38+17V5; (2++5)"'=161+72v5

2) a) Un carré d’entier est toujours congru a 0 ou 1 modulo 4. Par conséquent ¢ —5d? est congru a0, 1
ou 3 modulo 4; jamais a 2. Donc ¢?—5d? # +2.

b) Sixy =2, N(x)N(y)=4. Comme il estimpossible d’avoir N(x)=+2, on a nécessairement N(x)==£1
ou N(y)==1, c’est-a-dire x ou y inversible. Donc 2 est irréductible dans Z[+/5].

3) I contient 0 et il est stable par soustraction : ¢’est un sous-groupe de (Z[v/5],+).

Soit x = a + b5 un élément de I (les entiers a et b sont de méme parité, cest-a-dire
a—b=0[2]) et y = c +d+/5un élément quelconque de Z[+/5].

xy=(a+bv5)c+dv5)=ac+5bd+(ad+bc)V5,
(ac+5bd)—(ad+bc)=ac+bd—ad—bc=(a—b)c—d)=0[2],

donc ac +5bd et ad + bc sont de méme parité : xy € I. I est bien un idéal de Z[+/5].

4) Les éléments 2 et 1+ +/5 appartiennent a I'idéal I. Supposons que I soit engendré par un élément x :
il existe des éléments y et z de Z[+/5] tels que 2 = x y et 1 + +/5 = xz. Comme 2 est irréductible :

e Oubien x est inversible, ce qui implique I = Z[+/5]; c’est absurde.

e Oubien y estinversible;alors, x =2y ! et2y 'z = 1++/5. En posant y "'z = a+ib, on arrive également
a une absurdité.

Donc I'idéal I n’est pas engendré par un seul élément; 'anneau Z[+/5] n’est pas principal.

Partie C : Anneau des entiers de Gauss

1) On vérifie facilement que :

a) Le nombre complexe 1 est élément de Z[i].

b) Z[i] est stable par soustraction : Y(u, v)€ Z[i]*>, u—v€Z[i].

c) Zli] est stable par multiplication : V(u, v) € Z[i]?, uv €Z[i].

Z[i] est donc un sous-anneau de C.

Comme Z[i] est un sous-anneau d’'un corps commutatif, il est integre.
Lélément 2, non nul, n’est pas inversible dans Z[i] : Z[i] n’est pas un corps.
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2) a) Siu=a+ib,avec(a,b)eZ? alors |ul>=a?+b*€N.

b) Si u estinversible dans Z[i], alors il existe u’ € Z[i] tel que uu’ =1; on en déduit |u|?|u'|> =1: |ul* est
inversible dans N et donc égal a 1.

Réciproquement, si |u| =1, alors uu = 1. Or u € Z[i], donc u est inversible dans Z[i] et son inverse est u.
¢) L'ensemble des éléments inversibles de Z[i] est I'’ensemble des éléments de Z[i] de module 1, c’est-a-
dire {1,i,—1,—i}. On reconnait le groupe %, des racines quatriemes de 1'unité.

3) a) Siv=uw,alors|v|>=|ul*|w?:|ul*divise |v|*> dans N.

b) On remarque que 4 + 7i = (2 + i)3 + 2i), donc 2 + i divise 4 + 7i. Mais l'équation
4+47i=(2—i)a+ib)n'a pas de solutions entieres, donc 2— i ne divise pas 4+ 7i; pourtant, [2—i|> =5
divise |4 +7i|> =65 : la réciproque de la question a) est fausse.

¢) Pour tout u € Z[i], u divise u; la relation est réflexive.

Si u divise v et v divise u, alors v divise u et u divise v; la relation est symétrique.

Si u divise v, v divise u, v divise w et w divise v, alors u divise w et w divise u; la relation est transitive.
C’est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de u est I'ensemble des éléments v de Z[i] tels
qu'il existe w et w’ de Z[i] vérifiant: v = uw et u = vw’.Onendéduit u = uww’,d'otu=0,ouww’ =1,
c’est-a-dire w inversible.

La classe d’équivalence de 0 est {0}. Si u # 0, la classe d’équivalence de u est {u, i u,—u,—iu}, c’est-a-dire
{a+ib,—b+ia,—a—ib,b—ia}.

4) a) Soit z= x + iy un complexe, avec x et y réels. Soit a I'entier le plus proche de x (suivant les cas,
cest E(x)ou E(x)+1);onalx—al< %

De méme, si b est I'entier le plus prochede y : |y —b| < %

D'ou, enposant u=a+ib:|lz—ul>=(x—a)*+(y —b)*< % etdonc |z —u|<1.
b) Appliquons ce résultat au nombre complexe z = %
|lu—vq|<|v|.Enposant r = u—vq, onabien:

:il existe g € Z[i] tel que : |% —q| <1, c'est-a-dire

{ u=vq+r

Irl<|v|

¢) Contrairement a la division euclidienne dans Z, ici le couple (g, r) n’est pas nécessairement unique.
Pouru=1—ietv=2i: % = —% — L. ilyaquatre éléments de Z[i] dont la distance & ce nombre complexe

est strictement inférieure a 1 :
@=0 ; G=-1; @g=-1—i ; q=-i
d’ol1 quatre couples (g, r) répondant a la question :
0,1=4i) ; L1448 ; (“1—i,—14+i) ; (—i,—1—1i).

5) Soit I unidéal de Z[i]. Si I = {0}, il est engendré par 0, donc principal.

Si I # {0}, 'ensemble des carrés des modules des éléments non nuls de I est une partie non vide de N, qui
admet donc wun plus petit élément n, Soit u, un élément de I tel que
|uol? = ny. Comme u, € I, 'idéal uyZ[i] engendré par u, est inclus dans I. Réciproquement, soit u un
élément quelconque de I. D’apres la question précédente il existe (g, r) € Z[i]? tel que u = uyq + r avec
|7| < |upl, c’est-a-dire |r|* < ny. Comme I est un idéal de Z[i], upg€l, et r=u—u,q €1I.

On en déduit que r est un élément de I dont le carré du module est strictement inférieur au plus petit
carré des modules des éléments non nuls de I; il est donc nul : r =0, d'oll u = uyq et, par conséquent,
I C uyZ[i]. En définitive, I = u,Z[i] : tout idéal de Z[i] est principal; Z[i] est un anneau principal.

N.B. C'est l'existence d'une division euclidienne dans Z, K[ X] ou Z[i] qui permet de démontrer que ces an-
neaux sont principaux. Un anneau integre dans lequel existe une division euclidienne est dit euclidien.
Tout anneau euclidien est principal.
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6) a) Soit u un élément de Z[i] tel que |u|? soit premier dans N. Supposons que u ne soit pas premier
dans Z[i], c’est-a-dire qu'il existe deux éléments v et w de Z[i], non inversibles, tels que u = v w. On a
alors : |u|? = |v|?|w|? avec |v|> # 1 et |w|*> # 1, ce qui contredit le fait que |u|* est premier. Donc u est
premier dans Z[i].

b) 2=(1+i)(1—i):2n’est pas premier dans Z[i].

Supposons qu’il existe deux éléments v et w de Z[i], non inversibles, tels que v w = 3. On en déduit
|v|?|lwl>=9, avec |v|? #1 et |w|* # 1. La seule solution est |v|> = |w|>*=3.Siv=a +ib, a® + b*> = 3. Cette
égalité est impossible avec a et b entiers. Donc 3 est premier dans Z[i]. Pourtant, |3|* = 9 n’est pas premier
dans N : la réciproque de la question a) est fausse.

¢) Soit u = a + ib un élément premier de Z[i], ol a et b sont des entiers non nuls. Supposons que
|ul> = a* + b? ne soit pas premier dans N, c’est-a-dire qu'il existe des entiers ¢ et d strictement supé-
rieurs a 1 tels que a®+ b? = cd.Onaalors (a+ib)a—ib)= cd. Comme a+ib est premier, et que ¢ n'en
est pas un multiple, ¢ est premier avec a +ib ; de méme, c est premier avec a —ib, donc avec le produit
(a+ib)a—ib); comme il divise ce produit, ¢ est inversible, ce qui contredit 'hypotheése ¢ > 1. Donc |u/?
est premier dans N.

d) Soit a*+ b?lasomme de deux carrés d’entiers naturels. Si a et b sont de méme parité, a®+ b? est pair,
donc non congru a 3 modulo 4. Supposons donc a pair et b impair. Ainsi a? =0 [4] et b? = 1 [4], donc
a’+ b? =1[4]. En définitive, a® + b? n'est jamais congru a 3 modulo 4.

Soit p un entier premier congru a 3 modulo 4. Supposons p non premier dans Z[i], c’est-a-dire qu’il existe
deux éléments v et w de Z[i], non inversibles, tels que v w = p. On a alors |v|* |w|? = p?, avec [v|* # 1 et
|w]? # 1. Comme p est premier, la seule solution est |v|* = |w|? = p; soit, en posant v = a+ib : a’*+b*=p,
ce qui est impossible d’apres la question précédente. Donc p est premier dans Z[i].

e) Soit p un entier premier congru a 1 modulo 4. En admettant qu’il est somme de deux carrés :
p =a*+b?>=(a+ib)a—ib).Silon suppose p premier dans Z[i], cette égalité implique que a + ib
est inversible ou associé a p, donc a =0 ou b = 0; ceci est impossible, car p n’est pas un carré d’entier.
Par conséquent, p n’est pas premier dans Z[i].

f) Unélémentde Z[i]réel ouimaginaire pur est associé a un entier naturel. Un entier naturel non premier
dans N ne peut pas étre premier dans Z[i]. Restent les nombres premiers de N : le seul qui soit pair est 2
etil n’est pas premier dans Z[i]; les nombres premiers impairs sont congrus a 1 (non premiers dans Z[i])
ou a 3 (premiers dans Z[i]) modulo 4.

Pour résumer, les éléments premiers de Z[i] sont :

¢ les éléments de la forme a + i b avec a et b entiers non nuls et a®> + b? premier dans N;

e les entiers premiers congrus a 3 modulo 4 et leurs associés: p,ip,—p,—ip.
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CHAPITRE 3

Complements d'algebre linéaire

Cours, p. 80 O
1» Somme, somme directe d'une famille finie de sous-espaces

vectoriels, p. 80 O
2 » Calcul matriciel par blocs, p. 84 O
3 » Stabilité par un endomorphisme, p. 86 O
4 » Eléments propres d'un endomorphisme ou d'une matrice
carrée, p. 88 O
5» Eléments propres en dimension finie, p. 90 O
Fiche synthése, p. 96 O
Méthodes pas a pas, p. 98 O
Exercices, p. 99 O
Corrigés, p. 104 O
Capacités principales Méthodes . . r
S . Exercices associés
a maitriser associées
Montrer qu.un sous-espace est stable par un Méthode 1 Exercices 1 2, 6, B
endomorphisme.
Determmer.les valeurls propres.d un Méthode 2 Exercices 3,5, D, F
endomorphisme ou d'une matrice carrée.
Déterminer les vecteurs propres d'un . .
. . . , Méthode 3 Exercices 4, A, E
endomorphisme ou d'une matrice carrée.

RETROUVEZ ICI LES FLASHCARDS
INTERACTIVES POUR SE TESTER

www.lienmini.fr/212891-FLASH-03
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Histoire des mathématiques

Arthur Cayley, mathématicien anglais (1821-1895)

Brillant étudiant en sciences au Trinity College de Cambridge, Arthur Cayley est
contraint par son pére d’abandonner les mathématiques pour devenir avocat. Il
exerce ce métier pendant quatorze ans, tout en consacrant ses temps libres a sa
passion : il publie dans cette période plus de 200 articles dans le Cambridge ma-
thematical Journal. En 1863, il obtient enfin une chaire de mathématiques a 1'Uni-
versité de Cambridge, poste qu'il occupera jusqu’a sa mort.

1l énonce en 1850 la définition générale d'un groupe, qu'’il représente a I'aide d'un
graphe désormais appelé « graphe de Cayley ». On lui doit, avec son ami James Syl-
vester (1814-1897), les notions de matrice et de déterminant. Il énonce en 1857 le
théoréeme dont il partage la paternité avec William Hamilton, qui I'avait démontré
en dimension 4 et utilisé pour sa théorie des quaternions, mais c’est Georg Frobe-
nius qui en apporte en 1872 la preuve en dimension quelconque.

Dans tout ce chapitre, K est un sous-corps de C, le plus souvent R ou C.

ﬂ Somme, somme directe d'une famille finie de
sous-espaces vectoriels

11. Somme de p sous-espaces vectoriels

Etendons au cas de p sous-espaces vectoriels (p € N*) la définition de la somme, vue en premiére année,
de deux sous-espaces vectoriels.

Définition 3.1. Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel et (F, ..., F,) une famille de p sous-espaces vectoriels de E. On
appelle somme de cette famille I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments des sous-
espaces F;, pour i € [1,p]. Chacun de ces sous-espaces étant stable par combinaisons li-
néaires, on peut écrire un élément de cette somme comme une somme d'éléments appartenant
achacundes F; :

p
E = {er, (590000 )l @ 7] 5% 000 8% IFG x:x1+---+xp}.

i=1

Remarques

¢ La somme de la famille (F, ..., F,) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les
sous-espaces de cette famille (ou, de fagon équivalente, la réunion de cette famille).
e Pour p =1, lasomme de la famille (F;) est évidemment le sous-espace F;.
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